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Technischer Bericht Nr. 92 

Über · die Beanspruchung von dünnen Kreisbogenstäben 

Biegeschwingungen in ihrer Ebene 

Zus8.lll!Ilenfasau ... ~g: 

Die vorliegende · Arbeit befaßt sJc.:h l'!lit kreisbogenförmig ge­
krümmten., schlanken Stäben von konata.,tem "'.Uld zur Kreisebene 
symmetrischem Querschnitt, die Biegeschwingungell in der · 
Kreisebene ausführen. Hierbei soll festgestellt werden, an 
welchen Stellen solcher Sti::i.be Dauerbrüche auftreten können, 
wenn sie durch eine harmonische Bewegung ihrer Enden zu er­
zwungenen S0hwingungen angeregt; werden. Der. Untersuchungen 
liegt die einfache Biegetheoric unter Vernachlässigung von 
Achsdehnung, Schubverformung und Rotationsträgheit zugrunde. 

Im ersten Teil der Arbeit werden die Diffe1:entialgleichung 
für die Schwingungsform und deren Lösungsfunktionen angege­
ben. 

Im Hauptteil werden einige allgem13ine Sätze über die Vertei­
lung der kineti3chen Biegebeanspruchung längs der Stabachse 
formuliert und bewiesen. Als Beispiel dazu wird 'uei Stäben 
mit einem freien Ende für unterschiedliche Anregungsfä:.tle 
die Stelle der höchsten Beanspruchung numerisch berechnet 
und für verschiedene Öffnungswinkel .als Funktion der Anre­
gungsfrequenz in einer R'~ihe von Diagrammen aufgetragen·. 

Im 3. Teil wird anhand von durchgerechneten Beispielen über­
prüft, inwieweit sich die bisher vernachlässigten Nebenein­
flüsse auf die Lage der höchsten B13anapr11chung auswirken. 

Zur Überprüfung der numerischen Ergebnisse des Hauptteils 
wurden auch Versuche durchgeführt, über die zum Schluß be­
richtet wird. An einseitig eingespannten Versuchsstäben mit 
verschiedenen Öffnungswinkeln wurden experimentell Dauer­
brüche erzeugt. Die Bruchstellen stimmten befriedigend mit 
den berechneten Stellen der höchsten Beanspruchung überein. 
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1. Einleitung und Aufgabenstellung 

Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit kreisbogenförmig ge­
krümmten, schlanken Stäben von konstantem und zur Kreisebene 
symmetrisc.p.em Querschnitt, die zu Biegeschwingungen in der 
Kreisebene angeregt werden. 

Die Eigenschwingungen, insbesondere die Eigenfrequenzen, 
solcher Stäbe sind seit den ersten Arbeiten von Hoppe (l], 
Rayleigh [2] und Love (3] in der Litaratur schon weitgehend 
b&handelt worden. Es soll hier nur kurz das neuere Schrifttum 

. ' 

angegeben werden, das den Inhalt der vorliegendsn Arbeit be­
rührt. Wue st berechnete in.[ 4 J die Eigenfre.qu~nzen · einseitig 
eingespannter Stäbe nach der einfachen Biegetheor.ie, d .h. 
unter Vernachlässigung von .Achsdehnung, Schubve.rformung und 
Rotationsträghei~. In seinem Buch (5J faßte F~derhofer seine 
bis dahin ers~hienenen, zahlreichen Aufsätze über die Schwin­
gungen von Kreisbogenstäben zusammen und gab einen Überblick 
über die im Jahre 1950 bekannten Rl3sul tate •. Eier wird für 
die freien Biegeschwingungen in der Kreisebene auch die Dif­
ferentialgleichung angegeben, die die oben genannten Neben­
einflüsse berück0ichtigt, und für den geschlossanen .Ring·ge­
löst. 

Erzwungene Schwingungen unter der Wirkung zeitabhängiger radi­
aler Streckenlasten oder Einzelkräfte wurden von Woinosky­
Krieger [61, Federhof er [ 7], ·[a], Philipson [ 9], Sorokov [.10], 
Hübner [11],. ·shimizu [12} und anderen untersucht. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun diejenigen erzwungenen 
Schwingungen behandelt, die dur.ch harmonische, an den·stab­
enden angreifende Kräfte oder Momente erregt werden. Die 
Arbeit entstanf auf Grund einer Anregung von Prof. Dr.Matthieu, 
der in [13] die Beanspruchungen in einseitig eingespannten, 
prismatischen und keilförmigen Stäben behandelte, wenn diese 
durch Bewegung ihrer Einspannung in erzwungene Schwingungen 
versetzt. werden. Zander erörterte. dann in (14J die Verteilung 
der kinetischen Biegespannungen-in prismatischen Stäben syste­
m~tisch für alle physikalisch sinnvollen Kombinationen von 
Randbedingungen. Von Sassor [ 15] wurden die Bie·gespannungen 
bei den erzwungenen und freien Biegeschwingungen kegeliger 
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und pyramidenförmiger Stäbe ermittelt, die am dicken Ende ein­
gespannt sind. 

Diese Untersuchungen wer den nun auf Kreisbogenstäbe ausgedehnt. 
' 

Es soll festgestellt werden , an welchen Stabstellen Dauer-
brüche auftreten können, wenn die erzwungene Bewegung der Stab­
enden genügend gr oß i st. 

Ausgangspunkt der Betre.chtu..'1.gen is t das iundl:1mentalsystem de:r 
Differentialgleichung 6 . Or dnu..'1g für die Schwingungsform nach 
der einfachen Biegetheorie . nai Biagemoment, also die fU~ die 
Beanspruchung maßgebende Größe, setzt sich aus- 6 Exponential­
funktionen zusammen, und dür ch Sup~r.posj_tion . diese:r iunktionen 
lassen sich sämtliche SpannungsverteilWlgen erfassen; die in 
der behandelten Kl ass e Yon Sohwingungen möglich sind. 

Der Verlauf d~r Be anspr uchung J.ängs der Sta·oachse hängt von 
7 PaI·ametern ab. _:Di .e se sind die An_re gungsfrequenz, ·der Öff­
nungswink€l des Stabes ur.Q die 6 Randbedingungen, von denen 
aber nur 5 wesentlich .si:id. W6rden nun jeweils e'inzelne di_eser 
Parame t er fes t vorgegeben , während die restlichen· frei blei­
ben, dann laasen sich a11s einer Untersuchung der jeweils mög­
lichen Spannungsverläufe einige allgemeine Sätze über die 
Lage der höchsten Beanspruchung r.erleitan. 

Für einsei t .i g ei ngespannt e Stäbe wurde die Stelle, an der die 
größte Bi egespannung auft ritt, in Abhängigkeit von der Anre.:.. 
gungsfrequenz und vom Öffnungsw~nkel des Stabes für einige 
typische Anr egungsfälle numerisch .bexP.c~net. Hierfür wurde 
ein Digitalrechner (Zuse Z 23) beüutzt. 

Ein Teil der Rechenergebnisse wurde durch Versuche überprüft 
und bestätigt . Diese Versuche konnten im Institut für Mecha­
nische Schwingungs l ehre der Technischen Universität Berlin 

durchgeführt werde n. 



2. Theor etische Grundlagen 

2.1 Voraus se t zungen 
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Es wirp. ein schlanker Stab mit kreisbogenför.rniger Achse be­
handelt, dessen Que r schnitt längs der Stabachse konstant 
und zur Kreisebene symmetrisch ist. 

Ein solcher Stab soll durch harmonische Kräfte oder Momente, 
die an seinen Enden angreifen, zu ungedämpften, harmoni­
schen Biegungs-Dehnungs-Schwingungen in der Kreisebene er­
regt werden; sonst sollen keine äußeren Kräfteode~ Momente 
auf den Stab einwirken. 

Die eigentli0he Untersuchung beschränkt sich (ab Kap. 2.3) 
auf einen sehr schlanken Stab, bei dem die Qu.erschnittsab­
messungen geg9nüber dem R2dius der Stabach~e sehr klein 
sind. Dann können die Einflüsse von Schubverformung, Achs­
dehnung und Rotationsträgheit vernachlässigt werden. 

2.2 Herleitung der Di::'ferentialgleichung für die 
SchwingU11gsf'orm 

2.2.1 Bezeichnunge~ 

Der Radius d~~ unverformten Stabachse wird mit a bezeichnet. 
Als Koordinate läugs der Stabachse be~utzen wir die Bogen­
länge s bzw. den Zentriwinkel (I). Die Lage eines ausgelenk-

• 
ten Stabquerschnittes wird durch die Radialverschiebung u, 
die Tangentialverschiebung v und durch den- Neigungswinkel'Y 
gegenüber dem unverformten Zustand beschrieben ( siehe Abb.1). 

Weiter e verwendete Symbole sind im Abkürzi.ll1gsverzeichnis 

anf S.4 zusammengestellt. 

2.2.2 Kinetische Gleichgewichtsbedingungen 

Die Schnittlasten werden in der beim geraden Stab üblichen 
Weise definiert (siehe Abb.2). Da am Stabelement keine 
äußeren Lasten angreifen sollen, müssen die Schnittlasten 
mit den d'Alembertschen Trägheitsk:räften im Gleichgewicht 

sein. 
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N~~,~ds 3{~M:¼ N-1-aN 

\ ! Qt-dQ 

\ I 
\ _i 

1'1L.,__ 

' Abb. 2 

Die Gleichgewichtsbedingungen liefern 

für die Kräfte ~Q N 7)2.. u., 
t- - -r ae· in Radialrichtung as ~ 

füx die Kräfte oN . .9.. clv -- - ~ -in Umfangrichtung c)5 - c't}· Q, 

]_~ -
.. 
~ · und für das Momen- Q . . z. 

= r~ cl"tiz. tengleichgewicht a.s 
2.2.3 Beziehungen zwischen den Schnittlasten und 

den Deformationen 

(2.1) 

(2.2) 

Auf Grund der Stabbiegungstheorie kleiner Verformungen 
gelten für Normalkraft und Biegemoment die Beziehungen . 

und 
J 

wobei s die Dehnung der Stabachse bedeutet. 

(2.4) 

(2.5) 

Die Kinematik des Kreisbogenstabes liefert für die Dehnung 

e = ";;v ;- .!:! ( 2. 6) ~s Q. • 

Damit erhält man für die ~ormalkraft 

(2.7) 
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Die Ne i gung de r Stabachse gegenüber dem unverformten Zustand 
se t zt sich aus f olgenden Anteilen zusammen: 

au \ V 

05 = Y + a 
r"Dr ehw-i'g als "' 
s t a r r er Kö:t<per 

r..-v_e_r s_c_h_,i._e_b_un_g_i_ri 
Umfangsrichtung 
als s tarrer 
Körper 

Q - -G+=s 
.1 

'Deformation' 
des Elements 
durch die 
Schubkraft 

(2.8) 

Hierbei ist F
6 

der s og . "wirksame Schubquerschnitt". Er ist 
definiert durch 

i: 
l=s ~ -;- , 

/ \S 

wobei A.s den Formfakt or des Querschnitts bezüglich der 
Schubverform1.mg bedeutet (vgl. z.B. (16], § 29). 

Mit den Gleichungen ( 2 .5), (2.7) und (2.8) haben wir die be­
nötigten dr ei Beziehungen zwischen den Schnittlasten und den 
Verschiebungsgrößen. Sie s eien hier noch einmal zusammen­
gestellt: 

M== El ~ 
N = f J: ( {~ + ~ ) 

Q : G l=s (- ~ + ~ -r "f) - (2.10) 

Mit Hilfe dieser Gl eichungen können wir die Schnittlasten 
aus den kinet ischen Gleichgewichtsbedingungen eliminieren 
und erhalten au s (2. 1), (2.2) und (2.3) die folgenden drei 

(2 .11) 

(2.12) 

(2.13) 

Diese drei gekoppel t en, par tiellen Differentialgleichungen 
beschre iben die Bewegung unter Berücksichtigung von Achs­
dehnung, Schubverformung und Rotationsträgheit. 
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2.2.4 Aufs t ell ung der Differentialgleichung für die 
Tangentialverschiebung 

' Es soll nun durch Elimination von zweien der Verschiebungs-
größen eine einzige Differentialgla ichung aufgestellt wer­
den. Um den Eliminationsprozeß zu vereinfachen, benutzen 
wir den Lösungsansatz 

v(s,t) = v(s) sin (~i+ct) 
u(s,t) = u(s) sin (vJbtd') 

"f' ( s, t) = y< s) sin (G)-(;, t o") 
. } (2.14) 

für harmonische Schwingungen und ·wandeln damit die partiel­
len Differentialgleichungen in gewöhnliche Differential­
gleichungen für die Ortsfunktionen v(s), u(s) und f(s) um. 
Setzt man die Gleichung (2.12) in der Form 

du v µf.lvJ„ El="~(d 2v i clu) v-= dG - Q, + i-Gl=='s V + . Gfs ~ + ä_ <is (2.15) . 

Es erweist sich als vorteilhaft, als unabhängige Variable 
den Zentriwinkel Cf= s/~ statt der Bogenlänge s zu be-
nutzen. · 

Die Ableitung nach Cf wird von jetzt an mit einem Strich 
gekennzeichnet. Es bedeutet 

c;iv 
V 

1 

= ~Cf usw. 

Außerdem werden folgende Abkürzungen eingeführt: · 
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1. 'l. 

~ = ?<, 
ff (2.18) 

"Faz. 
f (2.19) I 

-:, 

EF t (2.20) 
GFs 

-.:: 

Damit nehmen die Gleichungen (2.16) und ~-17) die Gestalt 
III 

(1-r-x)v 1 II 
+- (,1-x)u = 0 (2.21) V + + u 

und 

an. 

Um u zu eliminieren, differentiieren wir Gleichung (2.21) und 
erhalten 

/II { J ) I IV r· J ) II 0 U, + // - X U +- V t // f X V = (2.23) 

Die Kombination dieser Gleichung mit (2.22) ergibt zunächst 
die Beziehung 

•l. 

[ 1 „ t + _,( - x r r f 1) r A + 1 ; ~) J u ' 
, z. 

:: -v/V- [ -l+r-12 --;:(rld~-4)]v 
11 

(2.24) 

+ ?( , I 'Kr 1: -A ; 1: J v 

Setzt man diesen Ausdruck wiederum in Gleichung (2.23) ein, 
' 

findet man schließlich die gesuchte Differentialgleichung 

für v. Diese lautet 
VI C IV C II C (f V -t 2- V + 1 V + o V ::: , (2.25) 

wobei die Koeffizienten durch folgende Ausdrücke gegeben sind: 

C
O 

= 'X f ( 4 - Je) (Ar j: - X f [:) 

c, " 1 - x (tt1+1- u1:> + ?<' ff f:+ rf ,11 1 J:JJ <2. 26) 
•L 

c2 = z + 1<,(rf +5~ +A) 

Hierbei sind zunächst f und i 2/a2 als verschiedene Parameter 
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aufgeführt, um ihr e verschiedene Herkunft anzudeuten. f= Fa 2;r 
kommt durch die Dehnung der Bogenachse herein, während i 2/a2 

die Berücksichtigung der Rotationsträgheit kennzeichnet. 

In Wirklichkeit ist ja i 2/a2 = 1/f, so daß die Ausdrücke für 
die Koeffizienten sich zu 

C
0 

~ 'Jl ( {,1- X ) ( A f j - ;lc f) 
1 . 

C 1 : J - x f (1 - "f .,. f ) + 1:: 
2 (4 + 2 r) 

und 
_C)J == 2 f x(t1-;.,,J 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

vereinfache n. 

In der Differentialgleichung für die Schwingungsform treten 
also die folgenden drei Parameter auf: 

2.) 

= Frequenzparameter, enthält die 
Schwingungsfrequenz ~, den 
Stabradius a und die Material­
konstante c = '{E:/f 1 

(Schallge­
. schwindigkeit im Stabwerkstoff) 

= "Schlankheitsparameter", ent­
hält das Verhältnis des Radius a 
zum Trägheitsradius i des Quer­
schnitts 

= "Schubparameter", enthält die 
Querkontraktionszahl y des Werk­
stoffs und den Formfaktor As des 
Querschnitts bezüglich Schubver­
formung: 

2.2.5 Beziehungen zwischen der Tangentialverschiebung und 
den übrigen Zustandsgrößen des Stabes 

Um die Randbedingungen formulieren zu können und um aus der 
Schwingungsform die Beanspruchungen berechnen zu können,müssen 
wir die ander en mechanischen Zustandsgrößen des Stabes, nämlich 
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u, \( , M, N und Q durch v ausdrücken. Dabei wollen wir die 
Identität 

i 
2/a2 = 1/f 

von vornherein berücksichtigen. 

Für die Radialverschiebung u ziehen wir die Gleichungen (2_.21) 
und (2.24) heran und erhalten den Ausdruck 

1 ( V . K /// . K I ) ( 2. 30) 
U = { .,f _ x.) K.o~ _ V +- 3 V + ,1 V 

niit den Koeffizienten 

und 

K0 ~ = I t t + 1 - .2 i { r 1-A) , 

KA ~ - (f t t t 1) + 'X((+ Z)(:x+A) 

K~ ~ 1 + x(tt-3). 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

Als Beziehung zwischen der Querschnittsverdrehung und der 
Tangentialverschiebung verhalten wir aus Gleichung (2.15) 
zunächst 

V 

y:: i [ {ffA) u' _,, f ~-1) v + 0 v
11

] · (2.34) 

und mit Gleichung (2.24) schließlich 

y = a;o,. [-- fr+4) v'" + Ki. V 11 
t Kov] . (2.35) 

Die hierin auftretenden Koeffizienten K
0 

und K2 sind durch 

K0 ~ - (f.tf'° -1)+ 7< [f + {2-f)(rt ,f)]-'Kt.(rft) · (2.36) 

und Kl = - [ff 2tr+-1) t ~ (r1-A)z. J (2.37) 
gegeben, die_ Bedeutung von Kt _durch Gleichung (2. 31). 

Mit Hilfe der kinematischen Größen lassen sich nun die Schnittr 
lasten durch v ausdrücken. 

Das Biegemoment folgt aus den Gleichungen (2.5) 

EI [ V K III // '] lv'J = cl'K,q~ -f r+ -1) V -r z. v + l\o v· . 
Die Normalkraft ergibt sich aus den Gleichungen _ 

(2.30). Es ist 

N E F "1 . ( v k 111 K , ) .:: ~ ---(~- )Kit V + ~ V -1- lt V ' .. a.: II -')(. O 

wobei der Koeffizient K4 die Bedeutung 

und (2.30) zu 

(2.38) 

(2.7) und 

(2.39) 
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K" =- - 7< (! -f 2 f + .t/ ) f X z. ( 3 / f ff) ( 2 • 4 o) · 

hat und , K
0

,I(, bzw. x3 duxch die Gleichungen (2.31) bzw. (2.'.33) 
festgelegt sind. 

Füx die Querkxaft erhalten wir aus den Gleichungen (2.2) und 
(2.39) 

Q f F ,,f ( VI K '" 1/ II 
= ci"' (1-x)K; 'V + 3 11 _+ "" 1i + (2.41) 

mit · 
k5 -.: tt-f-r1-xC3r+3-1-.t)+ 2xi(tt,1). (2.42) 

2.3 Beschränkungen auf sehr schlanke Stäbe und relativ 
niedrige Frequenzen 

2.3.1 Differentialgleichung und Randbedingungen 

Aus der Differentialgleichung (2.25) und ö.en Beziehungen für 
die Auslenkungen und die Schnittkxäfte erkennt man, daß infol­
ge des Auftretens von drei Parametern eine allgemeine Darstel­
lung der Verhältnisse unter Berücksichtigung der Nebeneinflüsse 
sehr kompliziert ist. · 

Wir wollen uns daher auf sehr schlanke Stäbe ( 1 <-< a) beschrän­
ken. Dann wird f = a2 /12 >> 1, und die Koeffizienten der Diffe­
rentialgleichung (siehe Gleichungen (2.27) bis (2.29) ) gehen 

übel' in . 

und 

C ,,i 
0 

~ f - 7/ t f ~
3 t I 

1 - 'kt 4- X 2 
( A ~ 2 r) 

,Z.+x(rt2)·. 

(2.43) 

Außerdem soll der Parameter }(, << 1. sein, d .h. wir behandeln nur 
den Bereich relativ niedriger Frequenzen._Dann reduzieren die 

Koeffizienten sich auf 

Co ..,, ?<. f. ~ 
c„ ,., 1- xf ,., (2.44) 

und Ci ~ 2., 

und es empfiehlt sich, 
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k = xf (2.45) 

als neuen Frequenzparameter einzuführen. 

Unter diesen Voraussetz1mgen erhal t cn: wir als Differential- . 
gleichungen für die Tangentialauslenkung v 

V VI +- 1 '\/ ,v +- ( A - k) V II -1- k V = 0 . ( 2. 46) 

Diese Gleichung beruht also auf der einfachen Biegungstheorie 
ohne Berücks i chtigung von Achsdehnung, Schubverformung und 
Rotationsträgheit. Sie enthält als einzigen Parameter den 
Frequenzparameter · 

k. lf .ff_ l.. -

=a EivJ- (2.47) 

Hierbei bedeutet 
C ~ ff 

.die Schallgeschwindigkeit im St2.bwerkstoff. 

Im Gültigkeitsbereich von Gleichu.."lg (2.46) (Frequenzparame­
ter k sehr klein gegenüber dem Schlankheit~parameter f) ver­
einfachen sich natürlich auch die Bezi~hungen fü:.t u,'I( und 
die Schnittlasten. 

V 

Auf Grund der kinematischen Beziehung für die Dehnung der 

Stabachse 
f = ~ (v' + u) 

gilt für den dehnungslosen Kreisbogen 
1 

U = - V • 

Aus Gleichung (2.8) folgt für die Querschnittsneigung 

"{ = ~ (u' - v) 

und mit Gleichung (2.48) 
l II r = - a (v + V ). 

Für das Biegemoment gilt dann 

M EI , i;l (v'+ ,,"') 
~ -;;: r :;: - a, '2 V 

und für die Querkraft auf Grund von Gleichung (2.3) 

fv1 I _ E l { . 1 /1 V IV) 
Q -:: Q - - Q3 V + 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 
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Die Normalkraft ergibt sich aus den Gleichungen (2.1) und 
(2.51) zu 

N EI ( III " .k ') -= -
3
- V + V - V . 

Cl (2.52) 

Nachdem die Beziehungen zwischen der Tangentialverschiebung v 

·und den ande r en me chanischen Zustandsgrößen des Stabes aufge­
stellt worden sind, können nun die Randbedingungen formulie.rt 
werden. Für jedes Stabende bestehen je nach Lager~gsart drei 
Gleichungen f ür je eine der Zustandsgrößen oder fUr eine Kom­
bination aus ihnen. Je eine von den kinematischen und den 
dynamischen Größen gehören zu einer Gruppe, und diese Gruppen · 
sollen in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt werden. 

Gru e 

L 

T 

R 

Zusammenst~llung der Zustandsgrößen 

kinemati sche Größen _ _ 

Längsverschiebung v 

Querverschiebung u = - v' 

,f ( II\ Neigungswinkel y:: -a. V+ _v.1 

1 c. namische Größen 

N EI ( ,,; · .," ,. ') Längsk1aft = -:-s v +-• -~v a. . . 

El ( " '") Querkraft Q = - 1 v t V 
Q. 

Biegemoment M = - E;(v'+ v111
) 

a, 

Die in der ersten Zeile stehenden Zustundsgrößen kann man als 
. longitudinal (L), die in der zweiten Zeile als transversalJT) 

und die in der dritten Zeile als rotetorisch (R) .bezeichnen. 
Bei physikalisch sinnvollen Randbedingungen MUß an jedem 
Stabende je eine Aussage übe r die Größen aus G1·uppe L, T und 

R gemacht werden. 
Während bei clen )3iegeschwingungen gerader Stäbe nur die Grup­
pen T und R auftreten , besteht bei gekrümmten Stäben infolge 
der Kopplung zwischen Längs- und QuerJewegung eine wesentlich 
größere Anzahl möglicher Kombinationen von Randbedingungen~ 

2.3~2 .Ähnlichkeitsbetrachtung 

Die Differentialgleichung eines Modellsta~es (Index M) 

:fivE + ·.i ~·~~ -t- ( '1- kM) ~~s + kM V.-1 = 0 . 
und die zug~örigen i°{andbedingungen 

f_ q,,.v:"l (<D} = bJ· · (,,; ~ 41 2r .. , t) 
rPO ~ T, 0 

lassen sich nur dann in die Gleichungen eines anderen Stabes 

(Index 0) überführen, wenn 
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sind. DRs bedeutet) daß nur Stäbe mit gleichem Öffnungswinkel+ . 
zueinander modellähnlich schwingen kör.nen. Die t1bereinstimmung 
der F:req'..lcnzpararo.eter kM und k

0 
(siehe Gleichung 2.47) . läßt 

sich durcb. Wahl der Frequenz , der Stabmessungen oder des Werk­
stoffes immer erreichen. :Bei vorgegebenen Werten von a, i und 

c bes teht Modellähnl:i.chkeit bei folgender Wahl des Frequenziä 
maastabea rYlc., : 

(2.53) 

Hierbei bedeuten USV'J. die. Maßstäbe fü:r 

die Frequenz, der Radius der Stabachse usw. 

Außerdem müssen zwischen den Maß s täben für v, u., y , · M, Q 

und N folgende Btdingungen e ingehalt~n werden: 

ml4 ... mv 

{2.54) .., 

Vergleicht mar. ,eiP. 
keit mit denen bei .ge:r a den Stäben, dann kommt bei Kreisbogen­

stäben als weser.tlicher Parameter der Öffnungswinkel hinzu. 

2.3.3 Lösungsfunktioneri der Differentialgleichung _ 

Die Differentialgleichung 

v 'VI + 2 v iv + ( 1 - k) v " -t- k v =· 0 

für die Längsverschi~bung i s t eine gewöhnliche, lineare Diffe­
rentialgleichung mit konst anten Koeffizienten, deren Lösungen 

+) Der' Öffnungswinkel ist der Winkel zwischen den beiden 
Endquerschnitten des Stabes (siehe Abb. 1). 
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Exponentialfunktionen sind. Geht man mit dem Ansatz 

v~ Ce'f'f (2.55) 
in Gleichung ( 2 . 46), dann erhält man die charakteristische­
Gleichung für den Exponenten p. Sie lautet 

p' + 2 p 9 + ( 4-k) f 2 
t k = 0 . c 2. 56) 

Diese Gleichung ist kubisch in P = p2 und kann auch in der 
Form 

f 3 + 2 P2 + (1-k) ~ + k -= 0 
geschrieben werden. 

(2.57) 

Ihre drei Wurzeln können mit Hilfe der cardanischen Formeln 
exakt angegeben warden. Sie haben die Größe . 

und 

Hierbei stellen w1 und w2 die beiden konjugiert komplexen 

We~te von fi' , nämlich 

W1= ½(-A+&V3) 

und w 2 = ~ (-A - i V3) 
1 

J (2,59) 

dar, und U und V sind Abkürzungen für die Ausdrücke 

U = ~ Q + VR und V>-~ Q- VR 
mit ,{ 5' 

Q=-17--rk (2.60) 

und !(: 
2
\(-J/+ ;fk-2). 

Je nach Größe des Parameters k können zwei von den Wurzeln 
(2.58) konjugiert komplex oder reell sein; die dritte ist im­
mer reell. Die Grenzen des Bereichs konjugiert komplexer Wur­
zeln ergeben sich als Lösungen der Gleichung 

R = l ~ (- t/ + i,( k - 2 ) :. 0 . ( 2 • 61) 

Die eine Lösung k = 0 ist uninteressant; denn negative k-Werte 
sind physikalisch unmöglich. Die beiden Lösungen der verblei­
benden quadratischen Gleichung 
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z 7{ 
k --;k t-2 ~o 

liefern ?ie gesuchten Grenzwe rte 

kl = ?~ - ~ (~Y' ~ j, 
1

:::: 0, 113401 

und k2 = 7½ +((7:)2 ..... 2 
1

~17,6366 
. } (2.62) 

Für k1 < k < k 2 ist ein Vturzelpaar von Gleichung (2.57) konju­

giert komplex. 

Zur zahlenmäßigen Auswertung ist die Form (2.58) sehr unprak­
tisch, denn für den Fall 

k ( z ?f ) R = 27 -k -t- 4- k - 2 < 0 
erscheinen die Wurze ln auch in konjugiert komplexer For.m, ob­
wohl sie alle drei reell sind . 

Die Verhältnisse überblickt man am besten anhand der graphi­
schen Lösung der Gleichung (2.57). Man schreibt sie in die 
Form 

P (P + 1) 2 = k (P - 1) (2.63) 
um und stellt die beiden Seiten dieser Gleichung als Funktio- • 
nen von P dar (siehe Abb.3). 
Für alle Werte von k hat die Gerade 

y1 = k (P 1) 

mit der kubischen Parabel 
ly 2 = p (P + 1) 2 

einen reellen Schnittpunkt (S1 ) _mit negativer Abszisse. Zwei 
weitere reelle Schnittpunkte treten fü:r kleine k-Werte (Bereich 
I, siehe oberen Teil von Abb. 3) und für genügend große k­
Werte (Bereich III, siehe unteren Teil von Abb. 3) auf. Im 

dazwischenliegenden Bereich II sind die zugehörigen Wurzeln 
komplex. Die Bereichsgrenzen sind durch die Werte von k gege­
ben, für die die Gerade y1 die kubische Parabel y2 berührt. 

Die Wurzeln 

der charulcteristischen Gl,3ichung (2.56) sind also je nach 
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Bereich I : k< 0,113 

e 1 p 

Bereich III : k > 17,636 

2 
Y.=P(P+T) 

l 

-1 

0,2 

-02 , 

J,=k(P-1) 

Abb. 3 

J.=k( P-1) 

Graphische Lösung der charakteristischen 

Gleich ~ng P(P+1) 2 = k(P-1) 

1 p 

p 
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-
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Gr öße dts Paramet ers k von verschiedenem Typ. Sie sollen in 

der nachst ehenden Tabel le übersichtlich zusammengestellt wer­
den. 

Lösung···bere ich I II III 

-
Parameter O< k <0,113 0,113 <k <17,636 17,636 <k 

Wur ze l n P1 reel l, neg. reell, neg. reell, neg. 

von ( 2.57 ) P2, 1>3 r eell, neg. konj. komplex reell, pos. 

Wurzeln P1, 2. re in i~ag. rein imag. rein imag. 

von ( 2.56) Pl,'t , Ps-,, rein imag. konj . komplex reel1, pos. 

Schre ib- P1,2 = _: L Yl1 + 1, Y) 4 
+ . 

- - 1, 11,, 
weise +· !:(oc+iß) P3 , 4 = - "ni. ! 'Yll 

P5,6 = i- . :(o<.-:ß) + - ,n3 n3 -
i 

Im Falle e i ner rein i mag inären Wuxze l wird der Betrag mit n 
be z eichnet , i m Fall einer komplexen Wurzel der Realteil mit 
~ und der I maginärt eil mit ß. Die reellen Zahlen n, ~ und 

ß sollen der Kür ze ha l ber "Wellenzahlen" genannt werden. 

Der Ve r lauf dieser Wellenzahlen in Abhängigkeit von Frequenz­

paramet er k ist i n Abb. 4 dargestellt. 

Für sehr kleine k (Bereich I) und für große k (Bereich III) . 

kann man für die1 Wurzel~ PJ, 

1.) Bereich I 

Näherungsformeln angeben. 

Wenn k << 1 ist, -i st auc h eine Lösung :P << l, und aus Gle i­

chung (2.57) folg t dann näherungsweise 
p = - k. 

1 
Abspalten die ser Näherungslösung vom Polynom (2.57) liefert 
als Näherung für . di e beiden anderen Wurzeln 

~,3 : - ( ;f : 1/ii ) 
Also nehme n für k ➔ 0 die Exponenten p · l 
Wert e 

näherungsweise die 
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P1,2 = + L '1k 
P3,11 + . (A + 1/f) ~ L 

und Pr," .::: + l (~- (f) 
an. 

2.) Ber eich III 

Dort hat eine Lösung immer näherungsweise die Größe 

p3 ::: 1 I 

(2.64) 

und demnach ist 
'fr;,, '% 1 • (2.65a) 

Abspalten des Faktors (P - 1) vom Polynom (2.57) . führt auf 

folgende Näherung für die beiden ander en Wurzeln P1 und P2 : 

Daraus folgt 

und 

Für k ➔ oo 
den Werten: 

7°1,2 ~ + i Y'lk T f 1 

Pi,,, ,,. :: f rr - i , 
(2.65b) 

nähern di e Exponenten p; sich asymptotisch folgen-

f1,2, = =- i, IT 
1\lf =-!.1k 
?>,, == ! A 

(2.66) 

Dieser Grenzfall hat jedoch nur , mathematischen Charakter; denn 
die zugrundeliegende einfache Biegungstheorie gilt nur für 
niedrige Frequenzen, d .h.· für Werte des Frequenzparameters 
k << f. Wenn k ~ f wird, spielen die Nebeneinflüsse schon 
eine entscheidende Rolle. 

Praktisch kann man die Näherungen (2.66) aber auch für k-Werte 

mittlerer Größe verwenden. 
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In den folgenden Abschnit t en 2.3.3.1 bis 2.3.3.5 sollen nun 
die Lösungsfunktionen der Differ entialgleichung (2.46) ange­
geben werden. Entspr echend dem unterschiedlichen Charakter der 
Wu:rzeln ,der charakteristischen Gleichung werden die Lösungs­
funktionen (2.55) in den drei Bereichen des Frequenzparameters 
durch unter schiedliche reelle Funktionen dargestellt. 

Die allgeme ine Lösung für v ( ~ ) ist immer die Linearkombi­
nation aller speziellen Lösungsfunktionen. 

2.3.3.1 Frequenzbereich I (0, < k < 0,113) 

In diesem Bere ich kann man die Wurzeln der charakteristischen . 

Gleichung in der Form 

(2.67) 

schreiben, wobei die nm reelle Zahlen sind. In den Ansatz 
(2.55) eingesetzt, liefern sie als Lösungsfunktionen 

bzw. 

mit Cm und (fiht als freien Konstanten. 

2.3.3 .2 Frequenzbereich II (0,113 < k < 17,636) 

Die zu den Wurzeln 

und 

P3' 4 = :!: { CX f i; ß) 
P5, 6 = ! ( o<. - i ß) 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

der charakteristischen Gleichw1g gehörenden reellen Lösungs­

funktionen sind 

und 

v1 1r>= A1 cos "Yl,1Cf-r ß1 sin n„Cf 1 

V2, ( r> ::- A„ e ol..<f GOS ßct + Bz. e ti'( ! c' (J f r 
V 

3 
rr) :: A ~ e, -o(.'(cos ;Sr +- S3 e-ol<( Si n f Cf• 

(2,71) 
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Sie können auch i n äer Form 

'v'-1(({) = C„ sin n-!tr+r!,,) , } 
, Y2 rr) = .½ e"{'f-+e/,.)~inß rr+~) (2.72) 

und V3 rr) -; c~ e -0( (~-1-<I~) s in ßcr+ rl; ) J 
geschrieben werden. Ebensogut ist für v

2 
und v 3 die Darstellung 

v,._ry;-= C1 0An O(tq+rl;,) rin ßcr+~J 
1 und V3 rr) = C3 &j ct. (r+cJs) sin ß cqtr/4) 

möglich. 

2.3.3. 3 F:requenzbe:reich III (17,636, k.< 00) 

Hier sind die Wurzeln der charakte ristischen Gleichung 

P1,2 
+ . = - i nl ' 

P3,4 
+ = - n2 

und + 
P5,6 = - n3 . 

Reelle ~ösungsfunktionen sind 

"1 (<f) = A„ C<;s IYI„ q + B1 Si n n„ Cf , 

V1. ICf) .:: 4 71l<f 2,e -1-
B - n2-'f 

i e 
und V3 er) ':' A

3
e?13 'f ß -"Yll'f 

r- 1 e · 
Diesem Fundamentalsystem sind die Funktionen 

und 

V.1 t1J = A1 cos'YI-,<( + g·" sin 11„<f, 

V 2, Cr) ~ Ai lM- rli Cf t B 2 1~ n'J, r 
v~ cq) = A3 ~ n3 Cf· +- g3 ~ 'Y13 </ 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) · 

gleichwertig. Man kann v2 und v3 auch zu. 

"1. (y):::: Cl '0-iM, n„cr+~) bzw. v,.cr}::: ClMJf 112.lt{rl2,J } (2. 77) 

und V3 t V);: C; f,11,1, ?11C~t~) bzw. V3rr) = c~ ~ 'n>lf +1'3) 

zusammenfassen. Für k ➔ 00 gehen die Lösungsfunktionen (2.76) 

asymptotisch in 
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v., {~ ) :: A-1 cos 1/f Cf +- 13„ Sin o/k Cf, 

V2{r) - Ai. 0J1 o/k Cf } ßl ~W:r ( 2. 78) -
und V3 (~) -= A3 w4- l( t B3 ~MAI q 
über. 

2. 3 .. 3. 4 Grenzfa ll de:r Frequenzbereiche I und II 

Füx den Wer t k = 0 , 1134 hat die Gle ichung (2.57) außer der Wur­
. zel P1 ~ - 1,438 die Doppelwurzel P2 , 

3 
~ - 0,28076. Für die 

Wurzeln der charakteristischen Gleichung (2.56) folgt daraus 

und 

P1,2 = + i·n1 % t i ·1,199 

P3 , 4,5,6: + i-n2 ~ + i·0,5298. 
} {2.79) 

In einem solchen Fall reicht der Exponentialansatz (2.55) 

nicht auo, um die volle Zahl der linear unabhängigen Lösungen 
zu ermitteln. Wenn Pm eine Doppelwurzel der charakteristischen 
Gleichung ist, sind 

Lösungsfunktionen der zugehörigen Differentialgleichung. Im 
vorliegenden Fall erhalten wir als reelle Lösungstunktionen 

v1 (<{):: 41 costY1-1Cf + ß„sin 'Yl„lf = C1 sin IYl4Cq+~), 
( 2 .so) 

und 

v
1 
c <() -;: A2;cos 'ni- Cf t gi ~i r1 'Yl1- Cf :::, Cz. Si n ni ( (( +-~) 

V'!> ff) = A1 Cf Cos ?1z.. ({ r ß 3 Cf S in 1'12q:: c~ r ~(n 'Y/1. cq+cl,) • 

2.3.3.5 Grenzfall uer F~~guenzbereiche II und III 

Für k = 17,636 hat Gleichung (2.57) außer der negativen Wurzel 
P1 eine reelle Doppelwurzel. Die Wurzeln der charakteristi-

schen Gleichung (2.56) sind in diesem Fall 

+ 

und n """ + 
2 "' 1,33447 

J {2.Bl) 

und das Fundamentalsystem der Differentialgleichung (2.46) 



- 29 -

~ird gebildet aus den Funktionen 

und 

An der en Stelle können auch die Funktionen 

v„cr)= c„ri~ tYJ..,(rf~), 

(2.82) 

\/7.cq) ~ Ci, 0A11' o/J2{r-td"i-) bzw. Vi(<f)-; Gi~'Yl.{(ftr:) (2.83) 

und vl>rr) ~ c>~V"-1W'i11,Cr.J.cl3) bzw. V3((f)=-C1,q&fnzCf+~) 

treten. 

3. Untersuchung der kinetischen Biegebeanspruchung 

3.1 Allgemeines 

Wir erörtern jetzt die Beanspruchungsverhältnisse in einem 
Stab, der durch Bewegung seiner Enden zu erzwungenen, harmo­
nischen Schwingungen erregt wird. 

Hierbei interessiert hauptsächlich die Stelle der höchsten 
Beanspruchung, d .h. die Ste lle des Stabes, an der bei genügend 
großer Schwingungsamplitude ein Dauerbruch eintritt. Sie soll 

"" mit <p bezeichnet werden. 

Die Biege-Normalspannung in der Randfaser ist 

/b (Cf) = T M Co/) ' (3.1) 

wobei e den A:J~tand der Randfaser vom Querschnittsschwerpunkt 
bedeutet. Da der Querschnitt längs der Stabachse konstant ist, 
ist der Verlauf der Biege-Randspannung bis auf einen konstan­
ten Faktor gleich dem Verlauf des Biegemoments. Wir rechnen 
der Einfachheit halber mit einem bezogenen Biegemoment vfl , 
das durch 

(3.2) 

definiert ist. Wegen u = - v' gilt auch 
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Bei den hie r unt ersuchten Biegeschwingungen ist also die 
Summe aus der nul lten und de r zweiten Ableitung der Radial­
auslenkung die f ür die Beanspruchung maßgebende Größe. 

' Wie aus den Dar legungen des vorigen Kapitels hervorgeht, 
gilt allgemein f olgendes: 

Die Schwingungsform eines Kreisbogenstabes, dessen Enden 
harmonisch bewegt wer den, wird beschrieben durch die Tangen­
tial-Auslenkungsfunktion 

. " 
V ( (( r = L A · , e ff 'f ( 3 • 4 ) 

._ J l , 1',. 
und die Radial--Auslenkungsfunkt ion 

" ·ucq) = Z B. e'Pi<f ,- (3.5) 
i~ A f 

wobei die p j die wurzeln der charakteristischen Gleichung 
(2.56) sind. 

Umgekehrt stellt jede Überlagerung von 6 Funktionen 

v'i ::: Ai e fi'f bzw. u J -:. Bi e fi Cf ri~ 1, ···, ') 
mit beliebigen Faktoren A j bzw. Bi , deren pi über die 

charakteristische Gleichung zusa~menhänge~, eine mögliche 
Schwingungsform dar. 

Die Biegespannung ist bis auf einen Faktor gegeben durch 
die Funktion 

I ,, 
vU {Cf) :: u + u (3.6) 

Demzu~olge stellt jede _Überlagerung von 6 Funktionen vif)·= 
l>j e'flf, deren Pj Wu_rzeln der charakteristischen Gleichung 

sind, eine mögliche Beanspruchungsfor.ill ua~. Legt man die 

Konstanten Di der Biegemomentenfu~ktion·(3.6} fest, dann 
ereibt sich die zugehörige Schwingungsform 3ofort eindeutig 
aus den Gleichungen (3.4) und (3.5), wobei die Konstanten 

Ai und Bj durch die Ausdrücke 



und 

A . :; 
l 

FJ. = 
1 

bestimmt sind. 
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(3.7) 

(3.8) 

Aus 1//'f) er hält man mit Hi l f e der Beziehungen, die i n der Ta­
belle auf S. 18 zu sammengeste l l t sind, sämtliche Randbe dingun­
gen der zugehörigen Schwingungsform . 

Die Lösungsfunkt i onen für da s Biegemoment haben je nach Größe 
de s Frequenzpar ame t er s k ve r sch iedene reelle Form, und zwar 
läßt sich das Bi egemoment eben s o wie die Tangentialverschie­
bung v aus einer Übe rlage rung von j e dr ei r eeilen Funktionen 
mit den Koeffiz i ent en Dm und Verschiebungswinkeln dffl als 
freien Kon s tanten dars tP- llen . Diese Funkti onen werden in der 
folge nden Tabelle noch einmal übersi chtlich zusammengestellt. 

Zusammenstellung de r Lösungsfunktionen f ür das 
Biegemoment 

Frequenz-
,Al 1 ,.« 2. ,)f,3 be r eich 

--~-,___ 

I eo~ ,n4 ( '(-t ~ ) CCS 'Y/2 ({/+rf'z.) lO) tn 3 (({~) 

I/II eo) 111,tr-te/4 J C(; S '112 l Cf t if-z, ) Cf ccs 'niJCf+-~) 

II coi 1J111 tq1 r/1) tf:iw~tlft-u',J Sin ßtff+c4,) lif ot{'(+~) Sin ~(q+i',) 

TMV !Ji„C<f td'i) Cf ~ rn-; U/+~) 
II/II I r c. 0 , tyf 11 1 rtii > bzw . bzw. 

t~ tnil<(+li) l( lrJf 1iirq+ 11) 

r 4-W 11 ,.r r+r/4) ~ n 3 (l{rVj) 
III lOS 'Y11 tr-rrl'1) bzw . bzw. 

~ th 2 cq+-c{) &/, 'n 3{<.f-rif3 ) 

( 3 .10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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Die allgemeine Lösung fü:r Aftr) ist immer 
3 

At(()= L '])'"' Am :. 
1"1: A 

(3.9) 

Fü:r die ' folgenden Abschnitte werden noch einige kurze Bezeich­
nungen eingeführt. 

Ein relatives Extremum (z.B. relatives Maximum) einer Funktion 
liegt an einer Stelle vor, an der die erste Ableitung dieser 
Funktion verschwindet und die erste von Null verschiedene 
Ableitung von gerader Ordnung ist. 

Unter dem absoluten Maximum in einem bestimmten Intervall wird 
der größte Wert ~iner Funktion in dem betrachteten Intervall 

"" verstanden. Das absolute 1-!aximum von Jtt.<f) soll mit .,U bezeich-
net werden. 

Die Funktionen 

vt{ = r~ otcr s i (1 ßct 

u.11.d vU :: AJJ-1, o(, Cf s,· vi ß r 

sollen ebenso wie die Funktionen 

und 

~ e °''f sin f Cf 

=- (!;- ot<f Sih f r 

. "quasiharmonisch" genannt werden. 

Die reellen Zahlen 'nm, C(und ß (vgl. die Tabelle auf s.24) 
· sollen einfachheitshalber immer als "Wellenzahlen" bezeichnet 
werden, ,auch wenn die zugehörigen Funktionen nicht periodisch 
sind. 

3.2. Aussagen über die Verteilung der Biegespannung längs 
der Stabachse bei harmonischer Bewegung der Stabenden 

Auf Grund der Eigenschaften der oben· zusammengestellten ~iege-
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momentenfunktionen las se n sich nun einige allgemeine Aussagen 
·Eber die Verteilung der kinet ischen Beanspruchung längs der 
Stabachse machen. Di ese Aussagen werden im folgenden zunächst 
zusammengestellt und anschl i eßend im einzelnen bewiesen. Die 
Reihenfolge entspricht dem Fortschreiten vom allgemeinsten 
Fall (sechs wesentliche Konstanten frei) zu immer spezielleren 
Fällen. 

Sämtliche Aussagen beziehen sich auf harmonisch schwingende 
Stäbe mit beliebig vorgegebenem. Öffnungswinkel Cfe ~ 21r. 

Fall a: Sämtl iche 6 Randbedingungen und die Frequenz frei 
wählbar . 
Dann gilt: 
Satz 1: Ist C/B eine beliebige Stelle eines Stabes, 

dann l äß t sicn die Bewegung der Stabenden auf 
oO viele Arten so wählen, daß das größte Bie­

gemoment bei Cfs auftritt. Bei Oberbeanspru­
chung wird der Stab also bei Cfe, brechen. · 

Fall b: Frequenz vorgegeben, sämtliche Randbe1ingungen frei 
wählbar. Frequenzparameter k < 108 • 
Dann gelten: 
Satz 2: Ist Cfs eine beliebige Stelle eines Stabes 

und li~gt der Frequenzparameter zwischen den 

Werten k = 0 und k = 48, dann· läßt sich die 
Bewegung der Stabenden auf 00 viele Arten so 
einrichten, daß das größte Biegemomerit bei 

/ : Cf B auftritt. 

Satz 3: Ist der Frequenzparameter k > 58, -1.ann kann 
ein Bruch nicht mehr an jeder beliebigen 
Stelle des Stabes eintreten, sondern n1u­
innerhalb zweier Randzonen der Größe Ö.(f eir.1.­
schließlich beider Stabenden. Für j'f gilt 

.d (p < 3 ,i 
l ~_, / 

wobe i die vo!i k abhängige Größe n1 die Welle:1.-
zahl der trigonometrischen Lösu.~gsfunktion ist. 

Satz 4: Wenn das Produkt aus der Bogenlänge 1 eines 
Stabes una. der 1Ju.rzel aus der Frequenz kleiner 
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a l s e i n bes t immt er Wert ist , nämlich 

V.-, 
< 5-rr'/cT=51if,f, 

dann können die Randb edingungen stets auf oo 

v ie le Arten so gewählt werden, daß ein Bruch 
an ei ner be liebig vorgegebenen Stelle Cfa 
e i ntritt. 

Hierbei bedeut~n c = ~// und i = YI/F . 

Satz 5: I st das Pr odukt aus der Bogenlänge 1 eines 
St abes und de r Wurze l aus der Frequenz größer 
als ein bestimmter Wert, nämlich 

' G > '1f Vcf = f 1( (f( 
dann können die Randbedingungen uuf keine 
Weise so eingerichtet werden, daß ein Bruch 
an einer beliebigen St elle des Stabes eintritt. 
Brüche sind nur i nnerhalb zweier Randzonen 
oder an den Stabenden selbst möglich. 

Für W~rte von 1 '{;J , di e zwi s chen :. 51r (ci und 
6 1T Y c .-l :. liegen, hängt e s von der Größe des 

'Frequenzparameter s k ab, ob die erwähnten Rand­
zonen die gesa.mte Stablänge überdecken. 

\ 

Fall c: Sämtliche Randbedingungen vorgegeben, aber beliebig. 
I 

Dann gilt: 
Satz 6: Di e Stelle der höchsten Beanspruchung konver­

giert mit wachs ender Frequenz entweder gegen 
ein Stabende oder alternierend gegen beide, 
oder sie liegt i mmer an einem Stabende. 

Fall d: Ein Stabende frei (d.h. verschwindende Schnittlasten 
vorgeschrieben ) , Randbedingungen am anderen Ende und 

Frequenz frei wählbar . 

Dann gilt: 
Satz 7: I s t o/ll eine beliebige Stelle eines Stabes, die 

nicht mit dem f r eien Ende zusammenfällt, dann 
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läßt sich die Bewegung der Stabenden auf oo 
viel e Arten s o angeben, daß der Stab an der 

Stelle Cfe bricht. 

Falle: Ein Stabende frei, Frequenz vo r gegeben, Randbedingun­
gen am anderen Ende fre i wlihlbar. 

vE ,uE und YE bezeichnen di e kinematischen Zustands­
größen am Einspannende. 

Unter den Bedingungen e) gelten : 
Satz 8: Es gibt für jede Anregungsfrequenz r.,0 viele 

Verhältnisse vE : uE : y E' die die größte 
Beanspruchung an d·er Einspannstelle hervor­
rufen. 

Satz 9: Ist Cf R. irgend ein beliebiger Stabpunkt, so 
gibt es für j ede Anr egungsfrequenz o0 viele 

Verhä l tniss e vE : uE ; 'f.s ' bei denen die 
Stelle Cf;: spannungsfrei bleibt, . so daß auch bei · 
Überbeanspruchung dor t kein Bruch auftritt. 

Fal l f: Ein Stabende f r ei, Randbe dingungen am anderen Ende 

( 'f = Cf€. ) vorgegeben. 
Dann gelten: 
Satz 10: Sind die Randbedi ngungen bei~€ bis auf einen 

gemeinsamen Faktor fest gelegt, so kann auch 
bei beliebig wählbare r Frequenz ein Bruch 
~icht mehr an jeder beliebigen Stelle, sondern 
nur innerhal,b gewisser Bereiche des Stabes 
erzeugt werden • . 
Diese Bere iche hängen von der Anre gungsart und 
vom Öffnungswinkel ab. 

Sat·z 11: Sind die Randbedingungen bei Cf e bis auf 
einen gemeinsamen Faktor f ?stgelegt, dann gibt 
es oo viele di skr ete Anr egungsfrequenzen, bei 
de nen die Biegespannungen an einer beliebig 
vorgegebenen Stell e des Stabes verschwinden. 
Auch bei Überbeanspruchung wird der Stab dort 
nicht zu Bruch gehen. 
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3.3 Beweis von Satz 1 

Zum Bewe is von Satz 1 genügt es, den Frequenzparameter k aus 

dem Bereich I zu wählen. Dort ist die Momentenfunktion eine 
Überlagerung der drei unter (3.10) genannten Funktionen. 

Wählt man nun k so klein, daß n3 < 0,5 ist _(siehe Abb.4) und 
setzt D1 = D2 = O, da nn liegt die Beanspruchungsfunktion 

At<f J::: '1)3 vt< 3 tf) :: cos n1. 1 Cf t ~) 

vor, deren halbe We llenlänge _größer als 211" ist. Diese hat in 
einem Intervall der. Länge LJ(f = 2.1r höchstens einen relativen 
Extremwert , der dort zugleich betragsmäßig ihr absolutes 
Maximum ist. Man braucht also nur 

/\ 

zu machen, dann fällt cAi =: ){3(-'3) auf die vorgegebene Stelle C/B. 

3.4 Beweis der Sätze 2 bis 6 

. Der Beweis von Satz 2 muß in den 3 Frequenzbereichen getrennt 
geführt werden. Aus der Untersuchung der Verhältnisse im Be­
reich III ergeben sich dann gleichzeitig die Sätze 3 bis 6. 

3.4.1 Bereich I 

Zuerst soll gezeigt werden, daß es bei irgendeiIIBr vorgege­
benen Frequenz aus dem Ber eich I i:nmer möglich ist, das abso­
lute Beanspruchungsmaxinuo durch geeig~ete Wahl der in (3.6) 
enthaltenen Konstanten auf eine beliebig vorgegebene Stelle 
zu legen. Dazu genügt es, die Funktion 

zu benutzen. Nach den Additionstheoremen gilt ja 

mit n":, 11 l, +- rz 3 

2 

und n'l= 
"'1-2 - /Y/ 3 

2., 
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Die Welle nzahl en n1 und n2 ha½en den in Abb.5 gezeigten Ver­
lauf, wenn der Fr equenzpar ~~eter k den Bereich I durchläuft. 

n, 
qs 

0 qos 0/ k 

Abb. 5 

Für alle k > 0 ist n2 < O, 5, so daß der Abstand zweier Extrem­
werte ßer Funktion 

co.s ;;f 2 (Cf t- J) 
immer größer als 21J ist. Das bei q~-1 gelegene relative Maxi­
mum von Al~ ist daher in dem Intervall 

-1/ L <f+cl' ~ 1r 

zugleich das absolute Maximum_ von lvtftl • Um bei einem Stab 

vom Öffnungswinkel C/'e ~ 1rr das absolute Beanspruchungs.:naximum 
auf die Stelle CfB zu legen, braucht man also nur 

cf=- - <fö 
zu machen . 

3.4.2 Bereich II 

In diesem Frequenzbereich lasseti sich alle möglichen Beanspru­
chungsverläufe durch Linearkombination der drei unter (3.12) 

. . 
zusammengestellten Funktionen (siehe Tabelle s;31) darstellen. 

In Abb.6 ist der typische Verlauf der Funktionen 

und 

skizziert. 

A 2.tr>,: 1~ /X,r sinßr 
v«,3 rr> = lrJf {Xr rin Ir 
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Abb. 6 

~ 2 ist eine gerade Funktion und berührt bei <( = 0 die r­
Achse. Die Nulldurchgänge liegen bei 

~ür die Stellen der zwischen 2 Nullduxchgängen gelegenen Ex­

tremwerte gilt näherungsweise 

ep· . :: f ( -a rc to f ! t' 1T ) 
7exf,.2,1l' F J """ 

Mit wachsendem Frequenzparameter k nimmt der Abs.tand 

Ar = Cfo:1 " r ~-Ir L,j • ft (),1ctg i. 
✓/ ,{ 

von ;_. o,,tqq «;, .215~ 2.· auf ',JJS x o,·7(f.q,f ab. 

Das Verhältnis zweier aufeinanderfolgender Extremwerte von .,U2 
ist a.r.genähert 
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J(_ 3 ist eine ·illlge rad e Funktion und schneidet bei r.= 0 die f -
Achse mit der St e i gung ß. Die Nulldurchgänge von 4

3 
liegen 

exakt, die Extremwerte näherungsweise an denselben Stellen wie 

die von , J,/; 2 •. Für genüge·nd große r- Werte ( etwa lf / > l ) ver-
läui't I vtl3 / p:rnktisch genau so wie I d{ 21 ( siehe Abb. 6). . 

Es soll nun gez e igt werden, daß es für jeden Frequenzparameter 
k aus dem Bereich II möglich ist, bei Stäben mit Öffnungs­

winkeln bis Cf,;= 21T' den Bruch an eine beliebig vorgee;ebene 
Stelle (fa zu legen. 

Zu diesem Zweck e;enügt es, eine Beanspruchungsfunktion /4 zu 

konstruieren, die i;z einem Intervall der Länge 4Cfges > 3r ein 

absolutes Maximum /4 besitzt, das um 4Cf,,,>TT von dem einen Rand 
und um Jr,>1~ vom anderen Rand des Intervalls entfernt ist. 

Eine solche Funktion ist zur Ve~anschaulichung in Abb.7 skiz­
ziert. 

-------~q/}4S --------.~ 

Abb. 7 

Wenn A im Ar gument einen willkürlich wählbaren Verschiebungs­
winkel r/' enthält, kann man diese Funktion gegenüber einem 

Stabintervall der Länge 4<f.rt ~ 2:rr ·so verschieben, daß das absolute 
Maximum an jeder Stelle der rechten Hälfte des Stabintervalls 

liegen kann. Da die Stabenden vertauschbar sind, gilt dies 

dann auch für das gesamte Stabintervall. 

Es erweist sich als zweckmäßig, den Frequenzbereich II in 

drei Unterabschnitte aufzuteilen. Für jeden dieser Unterab­

schnitte läßt sich dann eine Beanspruchungsfunktion . mit den 

eben genannten Eigenschaften angeben. 

Wir wollen nun den Abstand zwischen zwei Nullstellen der t1·igo­

nometrischen Funktion A1 mit 
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und den Abstand zwischen zwei Nullstellen der quasiharmonischen 
Funktiop j{_ 2 bzw. A 3 mit 

rr 
"L2 = -ß-

bezeichnen . Die erwähnten Unterbereiche ergeben sich dann da­
durch, daß in ihnen das Verhältni s L2/ L1 = n1/ß innerhalb 
bestimmter Grenzen liegt. L2/ L1 kann im Frequenzbereich II 
Werte zwischen 2.26 und eo annehmen. Der Verlauf dieses Ver­
hältnisses als Funktion des Frequenzparameters k ist in Abb.8 
aufgetragen, und es sind dort gleichzeitig die Grenzen der 
gewählten Unterbereiche eingezeichnet. 

Dieser Bereich wird so gewählt, daß 

L2 ~ 2, 6 L1 (3.15) 

ist . Aus dieser Forderung ergeben sich die oben angegebenen 

Grenzen für k. Durch Überlagerung von A1 und /42 bilden wir 
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die :Momentenfunktion 

vff lf.:: v«,, - D2 ,j,{ t., = cos n,,{<f+~) - ])'2. ~ Ot.(<(+-clz) Sin/5 ty-1/,J ( 3 .16) 

wobei cF2 willkürlich ist und die Konstanten D2 und d'., so be­
stimmt werden, wie es im folgenden erklärt wird. 

In Abb.9 sind Af„ und D2 A 2 skizziert;_ die Differenzkurve d 11 
ist dort dUT ch senkrechte Schraffur angedeutet. Entsprechend 
dieser Abbildung soll dUTch geeignete Wahl von ~-lz die Funk­
tion vf,{1 gegenüber vU-2 so verschoben werden, daß das mit )(1 .,,,-.x 
bezeichnete relative Maximum der trigonometrischen Funktion 
um einen kleinen Betr~g links vom Nulldurchgang von J/2 liegt. 
Die Konstante D2 soll so gewählt werden, daß die Differenz­
funktion ,.ff,4 an der in Abb. 9 mit Cf 01 bezeichneten Nullstelle 

von A1 den Wert A(,4 <ro1) = - 1 annimmt, d.h., D2 soll die 

Größe D = __! __ _ 
2 iit2 f {fo,) 

haben. 
A 

Aus Abb.9 ersieht man nun anschaulich, daß der mit j/4 bezeich-
nete Funktionswert vond{

4 
innerhalb eines Intervalls der Iänge 

A Cf ,ts :: /j Cf i + tup ,r · 

dem Betrage nach das absolute Jl.~aximum von {At 'II darstellt • 
.... 

Der Abstand von./(, bis zur linken Grenze des betrachteten Inter-
valls beträgt 

A 3 5 _// 
LJ Cf L ~ I IY/,1 

der bis zur rechten Grenze 

11 Cf-r ~ 2,5 ~ • 
Da innerhalb des Unterbereichs II/1 die Wellenzahl n1 < 1,4 ist 
(siehe Abb.8), haben die angegebenen Abstände mindestens die 

Größe 
!J r l = J., 5 1f' > 2 7T 

bzw. /J C(-1 ;; 1/f3 rr > 1( 1 

und es ist ersichtlich, daß .1/.~ eine Beanspruchungsfunktion mit 
den gewünschten Sigenschaften ist; denn dUTch Variation von~ 
läßt sich Jl1; längs der q- Achse beliebig verschieben. 
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1T 1----i 
25rr 

--- __i..;__ 

.. , 

Abb. 9 

n„ 1 

'iT 

ß 
~_2,57r _--J 
1 111, 1 

1 

1 

l 

i------L1co ~ 'fiS'f( _ ____..,,_J◄-/Jcp, ~ 2,s ,,-
TL n1 r . nf 

Abb. 10 

.,_._ __ yß, --~ 
1
.____ 3,6 rr --•-!1 

n„ 

Abb. 11 
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2.) Unterbere ich II/2 (0,6018 < k<4 , 729 ) 

Dieser Bereich wird durch die Bedi ngung 

2, 6 L1 ~ L2 ~ 4 L 1 
abgegrenzt. 

(3.17) 

Hie r überlagern wir .JJ. 1 mit .d 3 und kons truieren die Momenten­
funktion 

(3.18) 

mit ~illkürlichem Verschiebungswinkel cr1
3

. Die Bestimmung der 
Konstanten D3 und 0"11. wird anschl i eßend anhand der Abbildungen 
10 und 11 erklärt. 

In diesen Abbildungen sind jewei l s .)), 1 und n
3 

j),
3
' dargestellt, 

in Abb.10 f~r einen k - We rt an de r unt eren Grenze des Be­
re i chs I I/2 (d.h. L2 ~ 2, 6 L1 ) und in Abb.11 für . einen Fall 
an der oberen Grenze dieses Bereichs (d.h. L2 Z4 L1 ). Hierbei 
soll .,,.(,( 1 gegenüber D3J(3 wi eder so verschoben sein, daß das 
Maximum1U1111a,_.kurz vor den Nulldurchgang von 4 3 fällt, und 
die Konstante D3 soll so gewählt werden, daß~~ an der mit 

'f Ol bezeichneten Nul l st3lle von .j{_ l den Wert vU 5 (<(Ol) = - 1 
annimmt. 

Der Unterbereich II/2 wurde so gewählt, daß in ihm L2 > 2, 5 L1 
ist. Dann ist nämlich i n Abb .10 die Ste lle f des relativen ,.,. 
Extremums At weiter v om Urspr ung der quasiharmonischen Funktion 

A. 3 entfernt al~ die Stell e cp,,,. 5 des mit A5-.c.11 bezeic""'hneten Maxi­
mums, und der Funkt i on swert von .J( 3 an der Stelle cp ist be­
tragsmäßig größer als derjenige an der Stelle '/,,,,5 • Demnach 
ist auch 

/\ 

Aus den Diagrammen 10 und 11 ersieht man nun anschaulich, daß/vftl 
das abs olute Maximum von /y({ 5 [ i m Intervall ACf 9,s;: 4ct,,-1-Ar, ist, 

und daß 'JL 
i1Cf-r "1 2/i 11, 

und .Jrd ~ 'f,5 JJ 
T t I ">11 

ist. Vlie aus Abb.8 ersicht l ich i s t, n i mmt die Wellenzahl n1 
im Bereich II/2 höchstens den Wert n1 = 1,86 an. Infolgedessen 
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haben• die Abstände 4Cfr und IJCft mindestens die Größe 

L1 Cf.,. = 1, 3 4- rr > 7T 

und ß. Cft :,1' 2/1- 2 1f > 211'. 
' Auf Grund der Überlegungen auf S. 39 ~11i tte ist damit gezeigt, 

daß auch im Bereich II/2 jede Stelle eines Stabes mit einem 

Öffnungswinkel r& ~ 2.11' zur Bruchstelle gemacht wel'den kann .. 

3.) Unterbereich II/3 (4,729~k"-17,636) 

Füx Frequenzen aus diesem Bereich gilt 

L2 ? 4 L1 (3.19) 

Hier können wir dieselbe Momentenfunktion ,,1(, 5 (r) wie i~ . 

·unterbereich II/2 verwenden. Jetzt ist jedoch der Abstand 
von q bis zum linken Rand desjenigen Intervails, in ' dem//4t/ 
das absolute Maximum ist, um 2 L1 größer als im Bereich II/2. 

Abb. 12 
Aus Abb.12 ersieht man, daß 

C 1i J1 <(l ~ ,, 7 ~-l 

ist, und da im Bereich II/3 

ist, gilt 
und 

n1 ~ 2, 35 

j f L ~ 2, 76 1r . > . J..1i 
IJ r,, ~ 1, 06 1T ;> 1i • 

Damit ist für den gesamten Freq".1enzbereich II bewiesen, daß 
bei jeder vorgegebenen Frequenz die Randbedingungen so einge­
richtet werden können, daß ein Bruch an jedel' Stelle eines 

Stabes mit einem Öffnungswinkel r& ~ 2-< erzeugt wel'den kann. 
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3.4.3 Ber eich III 

Mit wachsender Fr eque nz vvir d die Wellenlänge der trigonometri­
schen Lösungsf;111kticn A,1 (siehe Gleichungen (3.14) immer 
kürzer, , v1ähr end die beiden hyperbolischen Lösungsfunktionen 
zu einem oder zu bei den Enden des Stabintervalls hin stark 
ansteigen. Wenn genügend viele Perioden von ~lauf die Stab­
länge entfallen , sind die relativen Extrema in der Nähe eines 
oder be ider Sta benden betragsmäßig immer größer als die in 
der Stabmi t te . Dabei wollen wir von dem Fall absehen, daß der 
Momentenverlauf einz i g und allein durch /41 dargestellt wird, 
weil dann an mehreren Punkten des Stabes gleich hohe Bean­
spruchungen herr s chen. 

Wird eine Anr egungsfrequenz aus dem Bereich III vorgegeben, · 
dann ist es für einen Stab mit einem beliebig vo·rgegebenen 
Öffnungswinkel im allgemeinen nicht möglich, die harmonische 
Bewegung der Stabenden so einzurichten, daß ein Bruch an 
einer beliebig vor gegebenen Stelle q8 eintritt. Vielmehr 
können Brüche nur i nnerhalb gewisser . Randbereiche auftreten, 
die von beiden Stabenden ausgehen. 

Um anzugeben, wie groß die erwähnten Winkelbereiche höchstens 
sein können, wollen wir eine Beanspruc·hungsfunktion konstru­
ieren, deren absolutes Maximum möglichst weit vom Ende des 

St abintervalls entfernt ist. 

I m Frequenzbereich III- stehen dazu die trigonometrische Funk-

tion 
; Af, 1 = cos n1 f(ft/.r) 

und die Exponentialfunktionen 
'111,C( II - 'Y11,{f /J ?13. 'f vftt-::: e 

1
11t1L"'e ,v'l/1 ~ € und 

zur Verfügung. Wenn da·s absolute ]Jaximum einer Linearkombina­
tion dieser Funktionen mi-5glichst weit vom Rand des betrachte­
ten Int-ervalls entfernt sein soll, müssen. die Koeffizienten 
der Exponentialfunktionen sehr klein gemacht werden. Dann 
machen sich die ansteigenden Funktionen erst bei großen _ 
Argument werten bemerkbar, während die abklingenden Funktionen 
dort praktisch Null sind. In der Nähe des rechten Randes eines 

genügend langen Intervalls spielen also außer .Jt,,r'f J nur 

eine Rolle. 
J/,Jf J.,, e ?11.Cf und ./4( ff{) :: e - -,, 3 'f 
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. Wenn ,j(, 1 mit einer monoton anst e igenden Funktion ohne Vor­
zeichenwechs el superponiert wir d - wi e es in Abb.13 skizziert 

A 

ist-, ist der Abstand vom größten re lativen Extremum ,,,ff., bis 
. ~ 

zum rec.11ten Rand desjenigen Int ervalls, in dem .Af dem Betrage 
na ch das . absolute Maximum darstellt , immer kleiner als 2 ~ /n1 • 

Cf 

k 0~ < 2{ 
Ab b. 13 

Der eben erwähnte Abstand kann jedoch vergrößert werden, wenn 
ma_l\ ,,t{ 1 mit einer Funktion A,

4 
übe r lagert, die aus .)1 2 = e 11

2.Cf 

und A,
3 

= e rt3(f s o gebildet wird, daß s i e e i nen Vorzeichenwech­
sel hat. Diese Funktion lautet 

?11,. C( 'YIJ Cf 
vl1 lf'l<f J :: D2 e - P3 -e 1 (3. 20) 

wobei die zunächst noch willkür l i ch en .Koeffizienten D2 und D3 
gleiches Vorzeichen haben müssen , wenn n 2 >n3 ist. Dies ist 

nach Abb .4 der Fall. 

Um zu zeigen, daß man die Funkt ion vtt, 4 durch geeignete Wahl 

der Koeffizienten D2 und D3 längs der Cf - Achse beliebig ver­
schieben kann , ~chreiben wir s ie unter Benutzung der Abkürzun­

gen 
und (3.21) 

(3.22) 

um , i n cer jetzt D
4 

und ct4 als willkür lich wählbare Konstan­

t en auftreten . 

Wir wollen zunächst die vlichtigs ten Merkmale der Funktion ~~ 
kurz diskuti eren , vrnbei ~ = 0 gesetzt werden soll. Ihr 
typischer Verlauf ist in Abb. 14 skizziert. 
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1 f 1 
1 t 1 
++ L„p~ L1;,...,. 

Abb. 14 

vfl;hat einen Nulldurchgang bei 
In C 

C/'o == - l'YJJ. - 113 I 

ein relatives I~inimum bei 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

und lv#" 1 nähert sich für r ➔ -(J) monoton fallend dem Wert Null. 

Der Abstand L4 zwischen dem Nulldurchgang und dem Minimum ist 
ebenso groß wie der Abstand L wP zwischen dec. Minimu.'ll und dem 
Wendepunkt und beträgt 

(3.26) 

"iz. - n3 
Durch Überlagerung von .,,& 4 undA1 konstruieren wir nun die 

Biegemomentenfunktion 

11 - ,// ,1 - . ,.1, J- D ·[-c 'H1{<(+1t,) h3f'{t""'n < 3 21) 
vVL~-vv, 1 -v"l'tr- cos,i„ff+v~ 1r e -e J 1 • 

wobei die Konstanten D4 und o-'11 so bestimm~ werden sollen, wie 
es weiter unten anhand von Abb.16 beschrieben wird. 

Für die Gestalt dieser Funktion ist das Verhältnis von ~4 
(siehe Gleichung (3.26 )) zum Abstand 

L1 = 11' /n1 ( 3. 28) 

zwischen zwei Nullstellen der trigonometrischen Funktion von 



Bedeutung. Die Größe von 

Ll/ _ 'Yl1 -- - -
L., Tr 
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(3.29) 

ist in ~bb. 15 über dem Frequenzparameter aufgetragen. Für 
große Werte von k gilt auf Grund von Gleichung (2.66) nähe­
rungswe ise 

Ltr = 
V( 1n1k 

L1 1T' W-1 (3.30) 

und 
Lt"m b!t ,,t1,1, I< 

:. -
k. ..,, CfJ 

l-4 lf1f' (3.31) 

Aus Abb .15 er sieht man, . daß für k < ·108 

(3.32) 
ist. 

Abb. 15 

Wir wollen nun durch Superposition von vf/. 1 und ,Al{
4 

gemäß 

Gleichung ( 3. 27) einen ~1omentenve:rlauf konstruieren, dessen 
absolutes Maximum möglichst weit vom rechten Rand des betrach­
teten Intervalls entfernt liegt. 
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Abb. 16 

Dieser Fall i st in Abb .16 skizziert, vrn die Differenzfu..'1.ktion 

durch senkrechte Schraffur hervorgehoben ist. , Hier wurde durch 

geeignete V/ahl von c/4-c/11 die trigonometrische Funktion gegen­

über A 4 so v e rschoben, da'.3 ihr mit .Jt,,.,;ri bezeichnetes Minimum 

etwas links von der Nullstelle r0~ von tßt liegt und die tlber­

lagerungsfunktion A 5 an der Stelle (fo~ ein relatives Minimum 

vom Betrage J/5 (<f0~)= 1 hat. Gleichzeitig wurde die Konstante 

D 4 in Gleichung ( 3. 27) so gewählt, daß .,u5 an der · Stelle tfi.,;4 
Wert vlA,(<fR.a-.,\= 1 annimmt, d. h. es ist 

1) {.:_iß1(<(Ra~J (3.33) 
4- ;: -

vt,{ tr1{(Rattl) • 

Setzen wir weit;rhin 
(3.34) 

voraus, dann eikennt man aus dem Kurvenverlauf in Abb.16 an-
" schaulich, daß d8s mit viit bezeichnete relative Maximum der 

größte Funktionswert von /Al,/ für alle q < Cfl(..,.q ist. 

Es ist nicht möglich, den Abstand /J.<f = C(t< ... , -c? gleich oder 

größer als 

/J(f,,~ 3L4 :: 3~ (3.35) 

zu machen. Denn je näher '11 an den Wert A<f-1 kommen soll, desto 

kleiner muß n
4 

gemacht Nnden, bis schließlich Jt5 mit der 

tr i gonometrischen Funktion .,U~ ide~~isch wird und alle 
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relativen Extrema gleiche Beträge haben. 

Sola~ge der Frequenzparamet er k < 108 und damit L
4 

< 1, 5 L
1 

ist, ist die ober e Grenze für den Abstand A'f durch 

ACf 2- - 3;;4 - l (3. 36) 

gegeben, wobei E. eine kleine Größe darstellen soll. Als erreich­
baren Wert kann man z.B. 

(3.37) 
angeben. 

Die so konstruier te Momentenfunktion kann man nur durch Variation 
des Winkels~ (in Gleichung (3.27)) gegenüber einem Stabinter­
vall so verschieben, daß das absolute Beanspruchungsmaximum 
~ an jeder Stelle innerhalb ei.µ.es Bereiches ACfz. (Gleichung 
(3.36)) vom rechten Stabende aus liegen kann. 

Da die Stabenden vertauschbar sind, ergeben sich unter der 
Voraussetzung (3.34) hieraus die folgenden Aussagen: 

a) Bei vorgegebener Frequenz ist es möglich, die Rand­
_bedingungen so zu wählen , daß die größte Beanspruchung 
an jeder beliebigen Stelle innerhalb zweier Randzonen 
der Größe ilCf5 = 2, 9,! von beiden Stabenden aus auftritt. 
Weit er als Äf,r = 3 l„ kann die Stelle der maximalen 
Beanspruchung vom Stabende nicht entfernt sein. 

Auf Grund der Abhängigkeit der Wellenzahl n 1 vom 
Frequenzparameter k (siehe Abb.4) kann man auch an­
geben, 1bei welchen We rten von k die Winkelbereiche 
JC( , bzw • . ..1 f 4 gerade die Größe 17"' annehmen und 

die oben erwähnten Randzonen somit das maximale 
Stabintervall über decken. Für k < 48 ist n 1 < 2, 9, 
und für k > 58 ist n1 > 3·. Daher gilt auf Grund von Aus­
sage a) auch folgendes: 

b) Für Frequenzparameter unterhalb k „ 48 kann bei Stäben 

mit beliebigem Öffnungswinkel ffE ~ 21T' ein Bruch an 
jeder Stabstelle auftreten. Bei Frequenzparametern 
oberhalb k: 58 können Brüche nur innerhalb · zweier 
Randzonen auftreten, deren Größe mit wachsender Fre­

quenz abnimmt. 
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c) Be i vorgegebener Fr equenz kann bei Stäben vom Öffnungs­
winkel 

rf:: < 211r3 = ~g~ 
ein Bruch an jeder beliebigen Stelle des Stabes 
erzeugt werden :, 

(3.38) 

Durch eine Abschätzung können wir in Gleichung (3.38) 
zu.nächst n1 durch k ersetzen. 

Da im gesamten Bereich III (siehe Abb.4) 

'Jrik n1 < 1, 15 -y k 

ist, gilt Aussage c) auch für 
< S,8 tr _, _ L 

<f E -4,{f 1f :: 5,0~ !{[ 
bzw. für 

I 

(3.39) 

(3.40) 

denn wir ersetzen 2 Ll ff 
3 

durch immer kleinere Aus­
driic ke • 
Weiterhin können wir nun k durch die Anregungsfrequenz 
und die Daten des Stabes ausdrücken. Setzen wir 

a"' 2 
k ~ c2 ~2. (.;.) (3.41) 

in die Bedingung (3.40) ein, dann geht sie über in 

Q Cf E v;;; < 5 TT (c i. • ( 3 • 42) 

d) Bei Stäben vom Öffnungswinkel 
I 11 

Cf c > 2 ~Cf" ~ 0 11-1 (3.43) 

ist es durch keine Randbedingung möglich, einen Bruch 
an jeder beliebigen Stelle zu erzeugen. 

Da im gesamten Frequenzbereich III 

tf/,">W 
ist (vgl. (3.65)), gilt derselbe ·satz auch für 

7T 

(3.44) 

Cf€>' 'i/[ 1 (3.45) 

und mit (3.41) geht Bedingung (3.45) über in 

ctCf e (r; ;, , -rr Vc I,. (3.46) 

Heinrich Hertz ... 
Institut 
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Damit s i nd die Sätze 2 bis 5 füx k< 108 bewiesen . 

Nur wenn k> 108 ist, ist das in Gleichung (3.29) definierte 
Verhältni s L4 ;t1 > 1 , 5, und zwar ist nach Abb.15 

14 
l , 5 < - 1- < 2, 5 für 

1 
(3.47) 

In die sem Falle kann in Abb. 16 das bei <.f,,.,.s gele genen relative 
A 

Extremum dem Betrage nach grö ßer sein als ./4 und damit füx 

? <' 'fllA--.c da s ab solute Maximun von !..M'5" / darstellen. Man entnimmt 
aus der Abb.16, da ß der Abstand 

höchstens die Giöße 

haben kann. Dann können Brüche also in einer Randzone der 

Größe Ll~ auftreten. 

( 3. 48) 

(3.49) 

Dieser Fall tritt aber erst für verhältnismäßig große Werte 
des Frequenzparameters ein. Wenn die hier zugrundeliegende 
einfache Biegetheorie Gültigkeit haben soll, muß auf Grund der 
Bedingung k« f (siehe S.15) der Stab extrem schlank sein. Es 
muß nämlich das Verhältnis des Kxümmungsradius a zum Trägheits­
radius i des Querschnitts in der Größenordnung 

~ ~ 105 

liegen. Solche Fälle haben aber keine praktische Bedeutung. 
Bei wirklichen Stäben können wir uns also auf den Bereich 
k < 108 beschränk,n, in dem die in den Sätzen 2 bis 5 niederge­
legten Beziehungen gelten. 

S a t z 6 ist eine Folge der Aussage, daß (für k < 108 ) Dauer­
brüche nur innerhalb zweier Randzonen der Breite A'f< 3t einschließl. 
beide r Stabenden auftreten können; denn n1 steigt mit wach-
sender Frequenz monoton an. In welcher Weise die Stelle der 
höchsten Beanspruchung von der Frequenz abhängt, richtet sich 
nach den vorgegebenen Randbedingunge::i 1.:.nd nach dem Öff-nungs­
winkel des Stabes. Aber die Randzonen, in denen diese Stelle 
liegen kann, verengen sich mit wachsender Frequenz i:nmer mehr. 

Je nach den Lagerungsbedingungen kann die Bruchstelle,nati.irlich 
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auch für alle FreyLenzon ar; einem Staoende liegen, wenn nämlich 
die hyperbolische;, Anteile ll e l' Beans:91·uchungs form gegenüber 

dem trigonometrischen A!'ltei l i mmer genügend groß sind. 

3, 5 Be anspr.J.chungs..:unkt ione·n einseitig freier Stäbe 

Wir gehen nun über zu dem Fall, daß e in Stabende frei ist. An 
dies em Stabende mlissen Biegemoment , Querkraft und Normalkraft 
verschwinden . Durch diese drei Bed ingungen werden von den 6 
freie n Konstanten der allge me inen Lösung dr ei f estge legt. 
Alle möglic hen BeQnspruc hungsformen eine s einseitig freien 
Stabes ergeben sich dann aus der t'berlagerung vori drei Funk­

tione n mit je e inem beliebigen Faktor. 

Es sollen nun zunächst d:lese drei F~"lktionen für die einzel­
nen Frequenz be reiche angege ben werden. 

Wir legen das fre ie Stabende immer auf den Ursprung ( 'f = 0). 
Dann ~ehmen die Randb edingungen die Form 

und 

EI 
M ro) = o.,,. ( L{ { 0 ) -4- U II ( 0) ) :: 

el (u'(O) +-U 111(0))::: 0 

0 I 

Q (O} =­

Neo) , 
Q~ 

Gl ( u" (O) +- u'"{OJ - k u {0))-::- 0 
a1 

an. Für das bezogene Bie gemomentvl( lauten sie 
d{ ( 0)., (1, 

.vU '{OJ -; {J 

und fi,
11 /0V= k U {O) . 

3,5.1 Bereich I 

(3.50) 

} (3. 51) 

Die Funktionen der al~gemeinen Lösung lauten für die Radial­

auslenkung 

l.,{,,mt<(J = A.ff\ S,Vl tn,....l(-t- 131-tt, tos 11,,,.q /1H•J,t,1) (3.52) 

und für das bezogene Biegemoment 

,),.{1Hrv) =- aM,,., U1tt({(), 

wobei die Abkürzung 

(3.53) 

(3.54) 



eing E: :~ 'Li.h .,.-'- ·,, .. , ·:· ,;.__r . .: n
3 

s ir~d di o Wellenzahlen, die 

sich a~s den 't ,._:r :::., :·1: der c r ur akteristischen Gleichung er geb en. 

Die Ra.ndbedi r:.gunc ·, ( 3. 51) er geben foleende s Gl eichungssystem 
fiir die,6 Kons ~an ~C; .;.1; 

1- a«j ;\-3 ~ 0 (3.55) 

af..i, ,f g, r a "'1, B2.. -1- a AJ3 ß 3 -;' 0 

mit 

und 

a~~ :: tyl,.._. ( //- 11,u.,.,) 

a.11 -:: - n 2 r1- 11l)-k 
IV 1-t• ~ ' -fff 

} ( 3.56) 

Durch die se Gl.e ichungen lassen si~h z.B . A
3

, B
2 

und n
3 

durch 

di e dr ei anderen Konstanten ausdrücken . Ma n findet die 'Be zi e­
hungen 

A~ = - ~A -~A 
aq3 „ a.Q3 2J ) 

(3.57) 
(aM ., -QM~ ){aM{a 11s - k J b5 B 2, 

= 61 ~ 

( Q.1,/3 - ()Hl,){& Mz aMr k ) ..6 1 

und B?, = (q11,., - aM1.) fa111(),,,1,- k.J B 
(a,,.3 -Q,44l) (Qk1,aM5-k. ) 1 

:: ~B A 1 

Setzt man dies e Ausdrücke in Gleichung (3.53) e i n, dann erhält 
man für die Beanspruchungsfu.nktion des einseitig freien StabP.s 

" 11 Jt /) i,x- A 11 Jt ( 3 .58) tM.f((J: A, aH,v't-t,1J r 0 1 c:?M„ 1/11ti.1 „ :z <?M1, vfl1 Ji 

wobe i vll,.f ~,.M:r und - -
" v«"1N1 -::: 

* Aiser, = 

und v{j!,; er) :: 

sind. 

M'.ss Symbole f Ur die Funktionen 
~ . 

S'in n„y - MJ s , n 

.Ö.i. Q~, 
C(JS 11„ ff +- ..6 Q, r(,t 

'Yl5Cf (3.59) 

C fJS 41 a. (f r ~ ~ COS #1G? ( 3 · 6 0) 
."-1 {<fl,1 T 

(3.61) 

Jf:de Supcrposi tion düise r drei ?vx.:-::t i onen ::-i i t b :i l ieb i gen 

Faktoren s~8llt e ine möGliche Beanspruchungs f or m e i nes Stab e s 
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3.5.2 Bereich ~= 

Die a llgemt .... r,'3 Iösung f'..i.r di e Radialausle nkung setzt sich in 
diesem Fr eq_uenzbeTeich aus den Funkbionen 

und 

1 

U ~ {{() = A,, 5 i Yl 'YJ„ (f -t- K, co.s l'rl.f <f' 

/.{z_l({} ::: Az 1'A#().(fCin/3(ft ßl &f0<.cpSiYlßr 
l< 1 ry) -· As r/JU 4-'( (,(]$, for +- B:1 l<Y{ o< (f C(J.S J cf 

zusammen. 

Daraus folge n als I.ö sungsfunktionen für das Biegemoment 

und 

Die 

A 1cr)::: 4AQH4 s,·11 ll1.t<f -r !?, qi-f1 C,Ot ~ .. <f I 

,Alz t<(J : Ai {Q11z. Mfo(r CO! ?et+ Qµ_J r/M °'' Si'IJ Ir) 
t B). (q,11, 'f/4"'ctw~f<t -ral{3 &f-Olr ~ivtf cpJ 

j/J{(f) ~ Ai (a,,,J ~(ir UJs.ßr - tl.M; 4f«r )inßr) 

. t ß 3 (q,,,} ~ 'lf cosßf- aH1 to'M4 "-ff Si i'lfr) • 
hierin verwendeten Abkürzunge n haben die folgende 

Bedeutung& 2 a Ml = 1 - nl 

8
M2 = 2 0{ ß 

aM3 = 1 + 0<2 _ a2 

Zwischen den Konstanten A1 bis 
Randbedingungedfür das fr eie 

B3 bestehen auf Grund 
Ende die Beziehungen 

+ a1-13 B 3 :r: o , 

~,4 A„ t % A3 -"a~ Bl = o 
und 0..w),.A]. -t-QN,16„ t-QN3g3 ~o 
wobei folgende Abkürzungen eingeführt wm:den: 

a.~ = 11 ~ a M, a. Nf -::: · - 11◄ QQ,. - k 

a.az. = o< a1-1i. + /~ alA.1 a. tJ-z. , C(, a.ai + f o.G.1 

aQ,:: ~ aM1 - (;q1-12- a. N1 -= 0( a03 ... f ctQ"' - k . 

der 

(3.62) 

(3.64) 

(3.661 



- 55 -

Wollen 

können 
wi r 
wir 

z .B. die Konstanten A2 , A3 und B3 eliminieren, dann 
aus dem Gleichungssys tem (3.65) die Beziehungen 

Ai = a~,qM;i,-a„AaNJ ~ == Ll.z. 0 
1 T 01 1 

Q.~2. C(NJ -a ti,h Q MJ . 

A3 = - ~ A - aQz l3 
a.6il ,f GQ~ . 2. 

(3.67) 

und Bi -- ___Qt-110.w~ -aMz. aw1 81 ~ L\3 (3,.. 
ct1-1i a.NJ- o.wi a1o-13 .1 

herleiten. Wir e:·hal ten schließlich die folgenden drei Momen­
tenfunktionen: 

Jl;r'f):: C\' fitl rJ-1Cf - n1 ~ otCf COS ßr . 
/4:J[(f):: eo~ ·n1r r ( * ~=~ -~ ) r/VWrxr tiY1 ß r 

-f ( ~ ::: i- k) ~ocr eo~? r 
A3~(<() '.: 0( &f«r Si() ß1- ß Uot.<f cosßr 

Jede Linearkombination der Form 
l 

~ ~ * A ! «1)-::: u J(.,,. ,,(<f) 
1 ,?tl,:,( -

(3.68) 

(3.70) 

(3.71) 

stellt für Frequenzparameter aus dem Bereich II eine mögliche 
Beanspruchungsform eines einseitig freien Stabes dar. 

3.5.3 Bereich III 

Die allgemeine Lösung für die Radialauslenkung U{~) setzt sich 
aus den Funktionen 

u„ rr) = ~ Sin 'YJ~lf f &, cos, 1J11c{ 

U,/f) -:: Ai 'o~o/11,r +-8). uf ~z/f (3.72) 

und ll 3t~): {; ~1t3(frß~/:JJ./,,tt,,,Cf 
zusammen. Führt man jetzt die Abkürzungen 

. ~ t, J ~ 
ClM,t :: ,, - ,n,_, i ltJ.#;, :: /l -r Mi 

qf<.f :: 11,4 (lf-~/) , aQ~ :: n, (A +M/) , {i~ t, 3) (3-73) 

4-w-, ,.. ~} (4-~)-k i c.tNi -= n/(A -1111{)-k 

ein, dann ergeben sich aus (3.72) zunächst als Lösungsfunk­
tionen für das bezogene Biegemoment 
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(3.74) 

und aus den Randbedingungen schließlich dieselben Beziehungen 
zwischen' den Konstanten A3, B2 , B3 und A1 , A2 , B1 wie (3.57), 
wobei aber zu beachten ist , da ß die Be deutung der_ Abkürzungen 
jetzt durch (3.73) gegeben ist . Man findet daraus, daß sich "'.'9 

für k i m Bereich I II - jede Beanspruchungsform eines einseitig 
freien Stabes durc h eine Superposition der fo lgenden drei 
Funktionen darstellen läßt : 

.J,{, ~ 'Yl1 1"'. 
,,!JJ.l<()-:: Si i,-; IVl ,1l( - '11J ·-'"" 1113<, (}.,75) 

-t(~<y p f,()$ l/14C(. ;+ ¼ ~! fvtf .. ,<f + !Jt;:;:, M "l'f ( 3, 76) 

dt:l!r'(! = ~ '111'( - :; 't,ü., 'vl3 r , ( 3, 77) 

3.6 Beweis zu Satz 8 

Der Beweis von Satz 7 wird (in Kap. 3.7) nach demjenigen von 
Satz 8 geführt, weil in Kap. 3.7 Funktionen benutzt werden, 
die in Kap. 3.6 erklärt werden. 

Zum Beweis von Satz 8 muß geze i gt werden, daß sich zu jedem 
v·orjebenen Frequenzparameter aus den Momentenfunktionen 
,)(,m,7J des einseitig freien Stabes Beanspruchungsformen bilden 
lassen, deren absolutes Maximum am rech~en Ende des vorgegebe­
nen Stabinterva:µs liegt. Am einfachsten ist dies natürlich 
dann zu zeigen, wenn man Momentenfunktionen angeben kann, die 
von (f = 0 bis (f = 21( monot on ansteigen. 

Für jeden der drei Frequenzbereiche werden nun geeignete 
Funktionen angegeben. 

3.6.1 Bereich I 

Zur Konstruktion einer Beanspruchungsfunktion, die von 'f= 0 
bis r = 21f monoton 
chungen (3.59) bis 

~ 

vt{fI {r) = 
und tA13; r r) = 

ansteigt, ziehen wir von den in den Glei­
(3.61) aufgeführten Momentenfunktionen 
~ . 
,,.,

3 
Sirt 113Cf - ~,n 11„(f 

t>tz. s i v1 113 Cf - s i r1 n „ r; 
-~:s 1 
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heran. Diese Funktionen haben bei q = 0 einen Wendepunkt mit 

horizontaler Tangente. Die genaue Gestalt hängt über die 

Wellenzahlen nm vom Frequenzparameter k ab, aber 4~~ und 

vt<t_ haben ffu alle Werte von k im Intervall O < '( ~2-r nur ein 
relatives Extremum, das mit wachsendem k nach links wandert. 
Das Maximum von vq1r liegt immer bei -Kleine ren Winkeln als das 
von v{/3~ • Wir überlagern nun beid e Funktionen derart, daß 
für r = 0 die 3 . Ableitung de r Summenfunktion 

' ~ i- II* 
-1in_l<f) ~ A1J:!<(J + C 3r vu.31f<(> 

verschwindet. AuB der Forderung 

und damit 
~ 

A11z f<() = 
[ 

l. z. t ,L n1 11i. -M,. . '>11 -1Jf3 • 
i_ ,. ,,A s,n l)f3r + ""' s,n,n,<f 

f1.2, 113 r, 3 t J. • ·1,z 1 + ,n.J '11z. 
in/ ,, n n" Cf 

( 3. 78) 

Die Durchrechnung zeigt, daß der Verlauf dieser Funktion im 

ganzen Frequenzbereich I fast gle ich bleibt. .JJ11-1 hat eine 
Berührung 3. Ordnung mit der q - Achse b~i q = 0, einen W~nde­

punkt an einer Stelle C(tvP't , die im .Intervall 

", lf 1T < 'f < A, 5 1f 

liegt, untein relatives Maximum bei einem Wert r•~I' der 
immer größer als 277" ist . 

-lt 
Bis auf geringfügige Unterschiede verläuft ~"X für alle k so, · 

I 
wie es in Abb.18 für k = 0,11 dargestellt ist. 

Die Funktion A'i-f liefert offensichtlich einen Beanspruchungs­
verlauf, dessen größte r Wert für jeden Öffnungswinkel '(E ~ 2Tr · 
am rechten Ende des Stabintervalls liegt. Ebenso kann man 

* 11 lt- 1~ ~ h .1t .A-,.r mit einer der drei Funktionen .M,tJ,~lI oder ll"'J[ immer 
so übe rlagern, daß das absolute Maximum am rechten Stabende 
bleibt. 

3.6.2 Bereich II 

Von den Beanspruchu.ngsfunktionen des einseitig freien Stabes 

nach den Gleichungen (3.68) bis (3.70) betrachten wir zunächst 
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Diese Funktion (vgl. Abb.17 ) hat bei Cf= 0 einen horizontalen 
Wendepunkt und für alle Wert e von k im Intervall O <Cf, 27f 
höch~tens ein relatives Extremu.m. Die Lage dieses Extremu.ms 
ergibt sich aus 

1( 

[~j(fä] = {r1}~ ßl J L«q,.,.,.3; ~ i Yl f Cf..,."'!! - 0 
<f <( C '( .. 0,-,, 3[ -

II 1i 

(3.79) 

zu 
. 1'Hc~"'3K :: fa • 

Wenn der Frequenzparameter k ~ 3 ist, ist ß ~ 0,5 (vgl, Abb.4), 
und demnach ist dann 

u > 2. (3.80) 
. { 'tlt~k 5 E _. 'il' . 

Für Frequenzparamete r zwischen k = 3 und der oberen. Grenze des 
~ . 

Bereichs II stellt also vli3x die gesuchte Funktion dar, ' die im 
Intervall O < C(~ 2r, monoton ansteigt. 

Für Werte von k aus dem unteren Teil des Bereichs II (k ~ 3) 
gilt 

< o, 5 = .a < o, 54 (3.81) 
und wegen Gleichung (3.79) also 

y1""'Ql,J(Ji > 4,85 rr (3.82) 

Für Stäbe mit kle.ineren Öffnungswinkeln als <fi = l,85rr kann 
also auch im unteren Teil des Frequenzbereichs II mit Hilfe 

* der Funktion ,)(~K das absolute Beanspruchungsmaximum immer auf 
das rechte Stabende gelegt werden. 

I 
Um in diesem Unterbereich Satz 8 auch für Öffnungswinkel der 
Größe 

1,851T ~ '(~ ~ 2-rr 
zu beweisen, muß eine Momentenfunktion gefunden werden, die 
im Intervall 

. J.., 85 ~ 'f ~ 2 rr 

monoton ansteigt und deren Funktionswerte .für <( < 1, 85r dem 
Betrage nach kleiner als der Wert an der Stelle Cf= 1,85,r sind. 

Eine solche Funktion ist 

J,( -1; U() = o<. Si n 'YJ„ <f - IJl/4 r~ D<C( COG f!,C( 
nach Gleichung ( 3. 68). Eine numeris.che Untersuchung zeigt, daß 
sie für 0,113 < k ~ 3 immer den in Abb.17 gezeichneten typi-
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sehen Verlauf mit oinem einzigen relativ,?n Extremwert zwischen 

o/ = 0 und 2~ hat. Zwischen dem Minim~s immer bei Wert~n 

rl . <: T 
7 ,S ut ,t ! 

liegt, 'md (f = 2-r ist die Steigung positiv, und es ,gilt stets 

f /4 "~ ( ,(, f 511") f . > f vli min 4 E / J 

0 1 

A( m "' HI. 

15 2 

Abb. 17 

und zwar ist für alle k aus dem betrachteten Unterbereich 

/ d(,(;(A,5'5-.){ > .,(Q lvt-<,...-,,..fll · 
Damit ist gezeigt, daß sich für jeden Frequenzparameter k aus 
dem gesamten Bereich II und für jeden Öffnungswinkel Monenten­
verläufe angeben lassen, deren absolutes Maximum am rechten 
Snde des Stabinterval ls auftritt. Die Funktionen A-t~ bzw.){ 1"'ir 
können · jeweile auch mit irgendwelchen der 3 Funktionen (3.68) 
bis (3, 70) durch geeigne_te Wahl der Faktoren so überlagert 
werden, daß das absolute Maximum am rechten Stabende bleibt. 

3,6.3 Bereich III 

Aus der Gruppe (3.75) bis B-77) nehmen wir die Momentenfunktion 
/1 1'- . 'Y11 ()(1 . , 

c/fh,r!!I ({( ) " 113 V-1# 115 <f „ SI n 1111 f 
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Diese Funktion ste igt für (f > 0 monoton an und hat keine relati­
ven Extrema; denn ihre Abl ei t ung 

-1/ I 
"-t{,ffi. ; 11„ f k4f11sr - cos n-1q) · C3.s)) 

ist für alle Cf t O positiv. Mi t dieser Funktion · ist es also für 
jeden Öffnungswinkel und f ür jede Fr equenz mögiich, die Bruch­
stelle an die Einspanns t eJ,l ~zu legen: Es lassen sich auch be­
liebig viele willkürliche Ko effizienten o2 und o

3 
derart ange­

ben, daß eine Linearkombinati on der Form 
~ ~ ,f. /J ~ 

e/4! (<f) :: va„!!i +- C2 dl,JX r c1> c,M l!! 

von {f = 0 bis V = 2rr monoton ansteigt. 

Hiermit ist Satz 8 für ~lle Frequenzbereiche bewiesen. 

4.7 Beweis zu Satz 7 

Es ist .zu zeigen, daß es mit Hilfe der Momentenfunktionen für 
den einseitig freien St ab möglich ist, .das absolute Beanspru­
chungsmaximum im Intervall 

o < r ~ :;_.,,. 
auf jede vorgegebene Stel1e ~6 zu legen. Hierfür erweist es 
sich als zweckmäßig , den Bereich von r = 0 bis 211' in die Ab­
schnitte 1 (1r '5<(~2-.)und 2 (o~r,,v) zu unterteilen und den Beweis 
für diese Teilintervalle getrennt zu führen. 

4.7.1 Teilintervall 1 - ( 1T~ <f ~ 2T) 

Wir wählen als F~equenzparameter k = 0,11, also einen Wert in 
/ 

der Nähe der oberen Grenze des Frequenzbereichs I, und betrach-
ten die Funktionen 

~ ~ 
41,,rf<() :: s; V1 11.., <( - 113 s ,· vi 't11 Cf , 

~ · · A.i. Q,,u. c 41 <I 4' ~ cos tH
1

0 
v{J lJ(<f): CöS 11i r +- ,Z Ql'f4 OS 1- I f L\ Ot,t4 . 1 

und 
IJl/ 1 t l 2. 1111 t. Z. . 

J, * - > - 41„ r· 11 fl .,_ 'lf,t ..,,'t?l Sir, 'n (I + ~ 11" Sin IV/. {/) 
cfif'lr 1'(> - -> m 31 . "" . 2-7 1111 1 1 - tf; .,,z. .,,, 

nach den Gleichungen (3.59), (3.60) und (3.78). Diese Funktionen 
und ihre Ableitungen Al;' ,,JJ1.1' und rPs~' sind in Abb.18 aufge­
zeichnet worden, wobei sie mit geeigneten gewählten Faktoren 
versehen wurden, um die graphische Darstellung deutlicher zu 

machen. 
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v«; ha. t ein relatives Minimum an der Stelle 

. ~ 

eA~r ein relatives Maximum bei 
(3.84) 

Cf 'Hi"-' 'I T > l 1( 

(siehe Abb.18 ). Bilde t man nun mit "'unächs·t 
Koeffizienten D: und D4 die Funktion 

( 3. 85) 

noch willkürlichen 

,lf -lt ~ 
/A 5I er> :. 'J>,; tll 1rr - 7),, .A,rr , (3.86) 

dann läßt sich durch geeign~te Wahl des Verhältnisses D1/n4 
das relat ive Maximum von d(5I im Intervall 

l( 1-li; ;f "I ; Cf ~ Cf""~ 11-1 
auf jede beliebige Stelle q8 legen. Daz~ braucht 

~ I 

man nur 

1),, _ .)1 tI ((f g) 

zu machen, 
])4- - tlf,{,,,j I 1(/8} 

I lt I 
Wie man aus der Darstellung der Ableitungen v«/r und ""•I er-

~ . ~ 

sieht, hat Asr zwischen '(= 0 und 2'1f keinen Nulldurchgang und 
kein wej_teres relatives Extremum. Das Maximum bei Cfa ist also 
das absolute Maximum vom IA,~ 1 im Bereich O ~ ll ~ 2..- • Damit ist _ 

~ il 
gezeigt, daß sich mit Hilfe der Funktion -'1,rein Beanspruchungs-
verlauf angeben läßt, der seinen größen Wert bei '(B hat, so- · 
fern <(s im Intervall 

liegt. 

Um eine entspre9hend_e Funktion fi.lr den· Unterabschnitt 

1f ~ Cf13 ~ r~iH 4I 
zu erhalten, bilden wir durch Vberlagerurig von ·A;J und ,,112} 
die Funkt ion 

wobei die Konstante D2 die Größe 
iE I 

- /4 ,:r {(( g) 
J)2 - v{/, ~ I l'f ) 

Zl IJ -lt ~ 
hat. Wie man aus der Darstellung von ,,,I{ ,1 , Jl„J und ihren 

(3.87) 

(3.88) 

Ableitungen in Abb.18 erkennt, hat vtlr/r im Intervall 0(.<( ~ 2F 
höchstens zwei relative Extrema, und für 

O<D
2
<0,5 
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ist das weite r ~inks gelegene Maximum dem Betrage nach größer 
als do.s in der Nähe von q, = 2tr gelegene Minimum. Da nun im 

Bereich 'ir & q ~ <f11t ,tii[ 

. ~ I 1 -"' I / { tß1 I er > < [ vl{ l l ( f J . 

ist, ist D2 < 0, 5, und damit s tellt das xelati ve Maximum bei ys 
im gesamten Intervall O ~ ((1 211' den größten Wert von / ,,(,/ r,t} dar. 

Außer den hier aufgeze i gten Wegen gibt es beliebig viele andere 
Mögli chkeite n, Beanspruchungsverläu.fe zu konstruieren, die ih­
ren größten Wert an einer beliebig vorgegebenen . Stelle <{a im 

Intervall rr ~ q ~ 2-r annehmen. 

4. 7. 2 Teilintervall 2 (0 < '{8 ~ r) 

Um die entsprechenden Funktionen für das Intervall O<<fij~v zu 
finden, kann man die Tatsache ausnutzen, daß .die Wellenlänge 
der trigonometrischen Lösungsfunktion mit wachsendem Frequenz- · 

parameter monoton abnimmt. Wenn man für Stäbe mit einem f:reien 
Ende bei~= 0 Beanspruchungsverläufe aus der . Uberlagerung von 

.),{,, : . co.s tn., ( (f t ~ ) 
und den abklingenden Funktionen 

,A,(,'- ;s. :-~·~~'(Sfrl ßc/ und ,,/4?,:: -e- °'<fcosfo (f 

bzw; Ai= e- 11 1.Cf und vU3-.=-e-'Y1Jf 

(im Bereich II) 

( im Bereich III) 

konstruiert, dann zeigt es sich, daß immer das erste relative 

Extremum (vom freien Ende aus gerechnet) für f> 0 den größten 

Wert des Biegemoyients darstellt • 

. Wir untersuchen zunächst, welches Intervall von der Stelle f +·) . 

durchlaufen wird, wenn der Frequenzparameter k den Frequenz­
bereich II durchläuft. Hier machen wir für die Radialauslenkung 

u den Ansatz 

co.s n„q t- ß„Fsi11 11„<1 

t Bzrr (, -ot<p cos f <f .,.. ß 5JI e-,.tc..'f, i'fl ß T } {3.89) 

vnd bestimmen die darin enthaltenen Konstanten Bu, B21 und 
B

3
K so, daß die drei Randbedingungen für das freie Ende er­

füllt werden . Die numerische Durchrechnung ergibt, daß die 

Stelle q des absoluten Maximums von (Ji "'II I : l u.,! + u,,.f / mit 

+ )~ = Abszisse des absolut en Maximums des Biegemomenta 
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steigender Frequenz kontinuierlich die Werte von 

1 ':t 1,081" bis q: 0,328 T 

durchläuft, wie es in Abb.19 aufgetragen 1st. 

"" !l._ 
1T 
f,08 

1 

Q5 
0,318 

------Bereich II. -----------B•r~ith'DI. 0--t-----------------_...,_ _______ _ w , ro ~ k 

Abb. 19 

Im Frequenzbereich III· finden wir die entsprechende Momenten­
funktion mit Hilfe des Ansatzes 

B . B -~z'I o _ 1tJCf 
u,Hr<<f > = cos ;-yJA </ +- qj s• n /tl„ q + llf e + o3!! e . (3.90) 

für die Radialauslenkung, wobei die Konstanten Bu , B2 zr und 
B3 nr aus den Randbe~ingungen für das freie Ende · ermi.ttel t 
werden. Berechnet man die Stelle q des absoluten Maximums 
des Biegemoment s / v« 4-iif 1 = / U,r1;r+u,:, l numerisch als Funktion - - -des Frequenzparameters k, dann zeigt es sich, daß sich die 
Kurve q = f (:~) stetig an die entsprechende Kurve für den 
Bereich III anschließt (siehe Abb.19J. 

Für große Werte von k läßt sich für den Verlauf der Kurve 
~ 

~ = f (k) ein analytischer Näherungsausdruck angeben, 

Auf Grund der Beziehungen 

~:rn ,.,,,, == 1'k , ,,ttm 112 == 1'k 
k➔co k➔"° 

und 

(siehe Gleichungen (2.66)) ergeben sich für die Koeffizienten 

B1l!f, B2 fil und B3m die Näherungswerte 
- B1- .: - ~ 

lil 
2-k !_. 

B2m ::. 1 - Trk ,:: 1 "" r( 

und R - .ZVf ~ - .± 
3fü'-2-k-kfk k 
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und man f inde t schlie ßlich, daß mi t wachsender Freq·ueriz A{
11

J!L 
usymp toti 3ch in di e Form 

_'Ir, tr, -~r 
vf{a') C'()-:: Sir, Yk (f - cos -,kq +-€ (3.92) 

übe r geht. 

Abb. 20 

Jt~ i st in Abb. 20 als Differenz von 

v'-(,<iJC'(J-:: .sin Wr -C()s¾r -= 'ff, sin('l:.ff<t- f) 
und -tf vltz

0
,,cr) -= - e... r 

" dargestellt. Die Ste l le Cfoo des _absoluten Maximums dieser 

Funktion für <f > 0 er.gibt s ich aus der · Gleichung 

1(";' · ( 'lli. ~ 1J ) - !l(k f <P · . . ( 3 • 9 3) 
y"" cos -Y k Cf~ - 4- -= J-e · · · 

zu ,(3_. 94) 

Sie nähert sich für k➔ oO also asymptotisch dem freien Ende·. 

Zu jeder vorgegebenen Stelle (fe, aus dem Intervall O < f, 1T' 
kann mi t ·Hilfe der Fun~tionen U~v nach Gleichung (3.89) oder · 

U."'!I nach Gl eichung ( 3. 90) also ;in Beanspruchungsverlauf -

ange g eben werde n, dessen größte_r Wert an. ~er Steile ff s 
auftritt. Es ist a u ßerd em immer möglich, der Funktion 

/41f !I =- 4+!! .f .«;~bzw. ,,#"Jf=- "<tigf'J<:~ ,an·steigend·e:i. Funkti.on·~~.- -vom Typ 

(3.69) oder (3.70) (Bereich II) bzw. (3.76) (Bereich III) · 
mit genügend kleinen Fak toren derart zu überlagern, daß das 

am weitesten links gelegene Maximum der größte Funktionswert 
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bleibt. Am rechten Stabende kann damit jedoch das Verhältnis 
der Randgrößen zueinander in weiten Grenzen variiert werden. 

Damit ist insge samt gezeigt, daß Frequenz und Randbedingungen 
immer so gewählt werden können, daß ein Bruch an einem belie­
big vorgegebenen Stabpunkt eintritt , der nicht mit dem freien 
Ende zusammenfällt. Soll r8 allerdings sehr dicht am freien 
Ende l iegen , dann muß - bei vorgegebenen Stabm~seungen - die 
Frequenz sehr hoch sein. Die Grenze des Gültigkeitsbereichs 
der zugrunde liegenden Theorie, nämlich k (<.f (siehe S.16), 
ergibt also eine untere Grenze für Cfa • 

3.8 Beweis zu Satz 9 

Satz 9 folgt einfach aus dex Tatsache , daß die drei Momenten­
funktionen 4; für jeden der 3 Frequenzbereiche ( siehe Glei­
chungen (3.59) ff, (3.68) ff und (3.75) ff) jeweils voneinan­
der linear unabhängig sind. Jede Superposition 

,1,/,. Uf) ~ .. t D,., d{:. U() 

mit beliebigen Koeffizienten Dm ist eine mögliche Beanspru­
chungsform. Da für die Lage der Nullstellen dieser Funktion 
nur zwei Konstanten wesentlich sind, können wir z.B. D1 = l 
setzen und erhalten 

~ -t II-, ]) hl 
vt( ( <() -:: vf/4 f Pz ""1 &. + 3 ii"1 I 

Die Forderung , daß die Beanspruchung an einer vorgegebenen 
Stelle q~ verschwinden soll, liefert n~ eine Gleichung für 
die beiden fre-1en Konstanten D2 und n3• A Man kann also z.B • . D2 
willkürlich wählen und die Bedingungc. .J( ,f/R.) = 0 durch 

D - - .Al/,q/( H -:Pz iA /'tr~1 <'. 96 > 
3- ,A,t{llR) 

-t . Tj f . 
erfüllen, sofern vl(3 l<(,e)t O ist. Wenn aber .),{Jr,(i1 = 0 ist, ist 
.Jl{bereits die gesuchte Funktion. Man kann dann D3 Willkür-
lieh wählen und 

(3.97) 

machen. 

3.9 Untersuchungen zu Satz 10 

Wenn das Amplitudenverhältnis der Zustandsgrößen an beiden 
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Stabende n Yorc-s1../Jbcn ist, aann ist die Schwingungsform und 
damit die 3ear.2~~·1Jhung oi s auf einen Faktor eindeutig durch 
die Frequenz be3timmt. 

Betrachten wir einen Stab mit einem freien Ende bei lf= o, 
dann kann in den Fr equenzbereichen I I und III das Biegemoment 
nicht - wie in Abschnitt 3.7.2 - nur aus einer trigonometri_ 
sehen und zwei abkl i ngenden Funktionen gebildet werden, die 
mit wachs endem V .gege n Null konvergieren. Denn zur Erfüllung 
der drei Randbe dingungen am rechten Ende ( '( = '(, ) müssen noch 
jeweils die ans te :i.genden Funktionen 

tUf t'J h rLtf . fl. 
c/,{ s = .e COS (' <f und V11' o ~ ~ Sr t1r<f ( im Bereich II) 

/J ')!. rP. /, ?13'( 
bzw. l,/llfs -=- e •'f und v-i< 6 -=- -e · (im Bereich III) 

hinzutreten. Dann ist aber im allgemeinen nicht immer dasjeni­
ge relat i ve Maximum von /AI , das dem freien Ende am nächsten 
l i egt, absolutes Banspruchungsmaximum, sondern~ kann auch 
mit einem anderen relativen Extremum oder mit dem Wert am 
rechten Stabende zusammenfallen. 

Dementsprechend durchläuft dann auch die Stelle der größten 
Beanspruchung mit wachsender Frequenz nicht die gesamte Stab­
länge, sondern nur gewisse Be~eiche des Stabes. Bei vorgege­
benen Randbedingungen am rechten Ende kann also auch bei freier 
Wahl der Frequenz ein einseitig freier Stab nicht an einer 
beliebigen Stelle zum Bruch gebracht werden. 

Die Winkelbereiche, in denen Brüche möglich sin~, hängen von 
I der Art der Anregung bei Cf.= 'fE und vom Öffnungswinkel des 

Stabes ab. 

Dami t über diese Bereiche einige konkrete Angaben gemacht wer­
den können, wurde für Stäbe mit einem freien Ende bei 'f = 0 
eine Reihe spezieller Anregungsfälle durchgerechnet. 
Nach Vorgabe der inhomogenen Randbedingungen am rechten Stab­
ende ( <p = (f i) und der Anregungsfrequenz wurde der Verlauf des 
Biegemoments längs der Stabachse numerisch berechnet, und es 
wurde jeweils die Stelle~ ermittelt, an der dieses seinen 
größten Wert annimmt. Als weiterer Parameter v,urde der Öff­

nungswinkel fE variiert . 
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Soll nun 1 als Funktion de :: Frequenz aufgetragen werden, dann 
wird die Darstellung übersichtlicher, wenn man als Maß für 
die Frequenz nicht den Par ameter 

k 4 f_f. l 
::: a EI CA) 

benutzt, sondern einen neuen Parameter A einfilllrt. 

Dieser 3. Frequenzparame t er ist 

?,. C v[ <f s • l Wi rw , 
wobei 

die Bogenlänge des Kreisbogenstabes bedeutet. Derselbe Para­
meter tritt bei der Behandlung der Biegeschwingungen gerader 
Stäbe auf, wenn man dort für l die Stablänge einsetzt. 

~ eignet sich gut für die graphisc·he Darstellung, weil die 
Differenz zwischen je zwei Eigenwerten Ae für alle Öffnungs-

o 
winkel und alle Frequenzen ungefähr konstant ist, während dies 
bei den Eigenwerten des Parameters k keineswegs der Fall ist. 

' Bezeichnet j die Ordnungszahl eines Eigenwertes, dann hat 
L1 Ä~ = A-ej♦J -A ej. ungefähr die Größe 

A.1Le~1r. 
Aus diesem Grunde wurde in den später erläuterten Diagrammen 
als Maß für die Fr equenz die Größe 1/-v verwendet. 

Bei genügend hohen Frequenzen, etwa von der 3. Eigenfrequenz 
an, werden die 9°hwingungsform und die Beanspruchungsform im 
wesentlichen durch die trigonometrische Funktion bestimmt; 
die quasiharmonischen Funktionen (im Frequenzbereich II) bzw. 
die hyperbolischen Funkti onen (im Frequenzbereich III) machen 
sich nur an den Stabenden stärker bemerkbar. Bei diesen höhe­
ren Fr equenzen wird der Verlauf der Beanspruchun~sform in der 
Nähe des freien Endes näherungsweise durch die Funktion 

vtf a,(<f)::-tfs;n (1k r-f) -; e -!!/k'f 
t (3.99) 

= Y2 Si n (~ <f- - Jf) ;-- e - ~ 'fE 

' "' t; 
wiedergegeben (siehe Gleichung (3.92)). Die Art der Randbedin-
gung am anderen Ende hat auf diesen Verlauf nur einen schwachen 
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Einfluß. Die relativen Extremwerte der Funktion Jf,00 liegen . bei 

( /1. /; ) L. ~ (), 7281( I 4, "ff,r, · 2 757 1 • • • (3 .100) 
T 6 ~XrT•1tl(J 

1 
• 

Hieraus lolgt für di e auf die Stablänge bezogenen Abszissen 
der relativen Beanspruchungsextrema 

tt~J4~ °" "' (7t 728 ~, 75' J,, '15 
,.,, ~ I ~ I A 

~ ~ w 
j • .•• ·• (3.101) 

Trägt man für irgendeinen speziellen Anregungsfall die numerisch 
berechneten Stellen ~f~r.der relativen Extrema des Biegemoments 
über $ auf, dann erhält man in den meisten Fällen Kurven, deren 
Verlauf ungefähr durch Gleichung (3.101) wiedergegeben wird 
(siehe Abb.21). Je näher f(,Jtlt, am fr~ien Ende liegt und je grös­
ser k ist, desto bes ser trifft diese Näherung zu. 

0 2 3 5 

Abb. 21 

Es hängt nun von der Anregungsfrequenz, der Art der Randbedin­
gungen und dem Öffnungswinkel ab, ob eines der relativen Extre­
ma 'oder der Wert am rechten Stabende das absolute Maximum des 
Biegemoments ist . 

Im folgenden werden die Ergebnisse. der n-µ.meriaohen Berechnung 
anhand von Diagrammen dargestellt und erörtert. 

3.9 . l Rechtes Stabende fest eingespannt 

Wenn die Einspannstelle eine harmonische Bewegung ausführt, so 
kann diese in eine Tangentialkomponente mit der Amplitude vE, 
eine Radialkomponent e mit der Amplitude '1E ·und eine Drehbewegung 
mit der Ampli t ude 'f E zerlegt werden. Die zu.gehörige · ~chwingunga­
f orm des Stabes läßt . sich dann als Superposition der folgenden 
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dre i Grundt ypen darstellen& 

A) Längsanregung mit ~ = o, YE = O,vE :# 0 

B) Quer anr egung mit VE = O, 'lf'E = o,~ *o .· 
' C) Drehanregung mit VE . = o, ~ = 0,"YE :j 0 

Für di es e dr ei ~r undfälle wurden die auf S.68 unten genannten 
Rechnungen dur chgeführt, wobei die Anregungsfrequenz die Werte 
zwi schen Nul l und der 6. Eigenfrequenz des einseitig fest ein-' 
gespannten Stabes durchläuft. Die Ergebnisse sind in dett Abbil­
dungen 22 bi s 50 dargestellt, die im folgenden erläutert wer­
den . 

3.9.1.1 St elle der höchsten Beanspruchung als Funktion 
der Frequenz 

In den Diagra mmen 22 bis 44 ist jeweils die Stelle q der 
höchsten Beanspruchung in Abhängigkeit vom Frequenzparameter 
~ /v aufgetragen. 

Die Sprungstellen in diesen Kurven kennzeichnen die .Frequen­
zen, bei denen an zwei Stellen eines Stabes gleich große Bean-

~ . . . 

spruchungen auftreten und Cf von einer Stabstelle zu einer 
anderen üb erwechselt . 

Die den Eigenfrequenzen des einseitig fest eingespannten Stabes 
entsprechenden Werte ~/,r sind als strichpunktierte Linien ein­

gezeichnet. 

Für die Schwingq.ngs- und die Beanspruchungsform ist es gleich, 
. I 
ob eine nicht verschwindende kinematische Randgröße · oder die 
entsprechende dynamische Größe vorgeschrieben ist, d.h. ob 

im Fall A) NE * 0 statt VE :t= o, 

im Fall B) QE ~ 0 statt ~ * 0 oder 

im Fall C) ~ =t: 0 statt 1/'E * 0 

festgelegt wird. Die in den Diagrammen 22 bis 44 dargestell-

ten Kurven gelten also jeweils für beide Anregungsarten; 
allerdings haben die Fälle mit vorgeschriebener dynamischer 
Randgr öße andere Resonanzfrequenzen, die hier nicht einge­
ze i chnet sind. Es sind dies die Eigenfrequenzen für die 
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· fo lgend 8n Randbed ingungen a.in r echten Stabende: 

Symbolische Darstellung 

A) NE= o, ~ - o, V E = 0 ~ 1 

B) VE = o, QE = o, 'lf'E = 0 -~~ 
C) VE = o, ~ = o, ~ = 0 dm 
Auf Grund der Diagramme 22 bis 44 lass·e~ sich über die höch­
ste Beanopruchung be i einseitig eingespannten Stäben mit 
Öffnungswinkeln, die kleiner als 2~ sind, die folgenden Aus­
sagen machen& 

1.) Bei allen Eigenschwingungsformen - mit Ausnahme der ersten 
Eigenfunktion bei Öffnungswinkeln r

5
>~,,-"~-tritt die größ­

te Biegespannung an der Einspannstelle auf. 
Während bei der 1. Eigenschwingungsform von Stäben mit 
kleinem Öffnungswinkel das Biegemoment vom freien Ende 

· zum Einspannende hin monoton ansteigt, hat bei Öffnungs­
winkeln oberhalb ""1, 11 'iT' das Biegemoment im Stabintervall 
·ein relatives MaJ1Zimu.m, das dann zugleich absolutes Maxinum 
ist. Diedes wandert mit zunehmendem Öffnungswinkel von 
der Einspannstel~e aus in_ den Stab hinein. 

2.-) Nähert sich die Anregungsfrequenz einer Eigenfrequenz, 
dann geht di e erzwungene Schwingungsform in die entspre­
chende .Eigenschwingungsform über, unabhängig von der Art 
de~ ·Anregurig. Bei Annäheru.ag an eine Eigenfrequenz - mit 
Ausnahme der unter 1.) genannten Fälle - springt also 
bei jeder Anregungsart das absolute Beanspruchungsmaximum 
an die Einspannstelle über. · 

3.) Wird ein Stab durch eine reine Radialbewegung seiner Ein­
spannstelle angeregt, dann wechselt beim Durchlaufen der 
Frequenz die größte Biegespannung zwischen der Einspann­
stelle und der Stelle desjenigen relativen Momenten­
maximums, das dem freien Ende am nächsten liegt. 

4.) Wenn bei Anregung durch eine reine Drehbewegung der Ein­
spannung die Fiequenz kontinuierlich wächst, liegt die 
größte Beanspruchung abwechselnd 
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an del: Einspannstelle, 

bei dem rela t iven Momentenmaximum, das der Einspannstelle 
benachbart ist 

und' dem relativen Maximum, das dem freien Ende am nächsten 
ist . 

5.) Be i reiner Längsanregung der Einspannung kann die größte 
Biegespannung sowohl an der Einspannstelle als auch beim 
ersten, zweiten oder dritten relativen Momentenmaximum 
(vom freien Ende aus ger echnet) liegen, 

6.) Für 4>"'2,51T" ergibt sich die _Stelle desjenigen relativen 
Beanspruchungsmaximums , -das dem freien Ende am nächsten 
liegt, mit guter Näherung aus der Gleichung 

(siehe Gleichung (3.101)). 

3.9.1.2 Grenzfrequenzen als Funktion des Öffnungswinkels 

Aus einem Vergleich der Diagramme 22 bis _ 44 ersieht man; daß 
die Werte des Frequenzparameters ~ ~ · bei denen das absolute 
Beanspruchungsmaximum von einer Stabstelle zu einer anderen 
überspringt, vom Öffnungswinkel des Stabes abhängen. Trägt 
man nun für jeden Anregungsfall diese Grenzfrequenzen über dem 
Öffnungswinkel auf, dann erhält man die Diagramme 45 für Längs­
anregung, 46 für ·Queranreg'Wlg und 47 für Drehanregung. 

In diesen stellen die schraffierten Gebietedie Frequenzberei­
che dar, in denen die größte Beanspruchung nicht an der Ein­
spannstelle auftritt. Befinde.t sich innerhalb eines schraffier~ 
·ten Gebietes eine Grenzlinie, dann wechselt beim Obersehreiten 

~ . . 
dieser Frequenz q zwischen zwei Stellen, -die nicht mit der 
Einspannstelle zusammenfallen. .\ . 

Die durchgezogenen Linien stellen die Eigenwerte :;- dar. 

Da als Ordinate ~::: ~ ~E gewählt wurde, erscheinen die Linien 
k = const als Geraden durch den Nullpunkt, die die Steigung 
'1/[ haben. Zur Orientierung sind die Grenzen der 3 Lösungs­
bereiche der Differentialglei~hung (vgl. S.24) strichpunktiert 
eingezeichnet, außerdem die Linie k = 5000, weil die Berech-
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nungen nur bis zu die s em We!'t von k durchgeführt wurden. 

Interessant an di es en Kurvenblättern ist, daß es Punkte gibt, 
an denen die Gre nzen der schraffierten Bereiche die Eigen­
frequen'zkurve11 schneiden. Bei einer .::i olchen Eigenfrequenz tre­
ten an der Einspannstelle und an einer zweiten Stabstelle 
gle i ch groß e Beans pruchungen auf. 

Während sons t :tn a l len schraffierten Bereichen ·die Stelle q 
mit steigender Frequenz auf das freie Ende zu wande~t, _ bildet 
beim Anregungsfall B der innerhalb der Grenzen _ 1, J 1 11 '-<(E ~ 2 'lf 

und O < ;\ <• liegende Bereich eine Ausnahme. Dort wandert bei 
wachsender Frequenz q auf die Einspannstelle zu (vgl. die 
Abbildungen 33 bi s 36)~ Nimmt die Frequenz auf Nuli ab, dann 
nähert die größte Beanspruchung sich einer Stelle, die um 

6q = 1T /2 von der Einspannstelle entfernt ist. 

3.9.1.3 "Bruchbereiche" als Funktion des Öffnungswinkels 

Aus den Diagrammen, die Cf als Funktion von Ä/f' darstellen, 
kann man nun auch entnehmen, in welchen Bereichen des Stabes 
ein Dauerbruch möglich ist. Trägt man die Winkelbereiche, 
die von der Stelle des absoluten Beanspruchungsmaximums 
durchlaufen werden, über dem Öffnungswinkel auf, dann erhält 
man die Kurvenblätter 48 bis 50. Die schraffier.ten Gebiete 
geben hier die Winkelbereiche an, in .denen Brüche auftreten 
können. 

Bedingt durch den flachen Verlauf der Kurven V= f <1> für 
große ~ - Wert/, werden die "BrU:chbereiche" zum freien Ende 
hin immer dichter und schmaler. Daher sind in den Diagrammen 
48 bis 50 nur die Bereiche eingezeichnet, in denen bei 
Anregungsfrequenzen unterhalb der 6. Eigenfrequenz Brüche 

auftreten können. 

3.9.2 Rechtes Stabende frei verschieblich 

Am rechten Stabende sollen harmonische Kräfte QE' NE ·und ein 
harmonisches Moment Ms angreifen. Der resultierende Rand­
lastensektor läßt sich durch Superposition der drei Grund­

typen 



- 75 -

D) Drehanregung mit QE = o, NE = o, Ms # 0 

E) Queranregung mit ME - o, N E = o, QE =I= 0 und 

F) Längsanregung mit ~- o, QE = o, . N."E -/= 0 

darstellen. 

Die Resonanz fre quenzen sind jetzt die Eigenfrequenzen des beid~ 
seitig freien Stabes. 

Die gle i chen erzwungenen Schwingungs- und Beanspruchungaforrnen, 
wie bei den Randbedingungen D) bis F) erhält man auch jetzt 
wieder, wenn man statt der nicht verschwindenden dynamischen 
Randgröße die entsprechende kinematische Zustandsgröße vorgibt, 
d.h. wenn man 

im ra11 D) '{E :/= 0 statt ~ * o, 
im Fall E) '1E:J; 0 statt QE =#: 0 und 

im Fall F) VE =f 0 statt NE . '4 0 

fordert. 

Allerdings haben diese Anregungsarten wieder andere Resonanz­
frequenzen. ·Diese . entsprechen,:· folgenden Lagerungsbedingungen: 

Symbolische Darstellung 
~ 

D) QE = o, NE· = o, 'f E = 0 m 
~ 

E) ~ = o, NE = o, ~ = 0 --:Ä 
~ 

I 

F) ~ = o, QE = o, VE = 0 o<1e 

3.9.2.1 Stelle der größten Beanspruchung als Funktion 
der Frequenz 

Für die Typen D) und E) wurde für verschiedene Öffnungswinkel 
die Stelle q der größten Beanspruchung ermjttelt und als Funk­
t ion des Frequenzparameters ¼ in den Diagrammen 51 bis 61 

dargestellt. In diesen sind die Resonanzfrequenzen wieder 
durch strichpunktierte Linien gekennzeichnet. 

Man findet folgendesa 
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1.) Wegen der Symmetrie der Randbedingungen sind die Eigen­
schwingungs- u.nd-beanspruchungsformen gerader Ordnung zur 
Mitte des Stabes zentralsymmetrisch, diejenigen ungerader 
Ordqung axi alsymmetriach. Bei allen Eigenformen sind die 
beiden r el a tiven Extrema des Biegemoments, die den beiden 
Stabend en am nächsten liegen, die größten Werte von I A, 1. 

2.) Im Fall D) ve rlaufen die Kurven q= f (;) quali tutiv wie im 
Fall der Drehanregung bei unverschieblicher Einspannung, 
d .h. di e größte Beanspruchung tritt abwechselnd am rechten 
Stabende , an de n am weitesten rechts gelegenen und an dem 
am weite s ten links gelegenen relativen Extremum des Biege­
moments auf . Die Frequenzen, bei denen f vom relativen 
Maximum in der Nähe des rechten Stabendes zu dem in der 
Nähe des linken Stabendes überspringt, stimmen mit den 
Eigenfrequenzen überein. 

3.) Im Fall E) fällt cj immer mit dem relativen Extr emum ,,(,(,11.1,.
1

..1 

der Momentenfunktion zusammen, das dem freien Ende am 
nßchsten liegt. Nur b~i den Eigenfrequenzen ist das dem 
rechten Stabende benachbarte relative Extremum ""~~~·,1" 
ebenso groß wie ll,Jt.1,., .(. In den zugehörigen Diagrammen ist 
die Stelle von vl(,.,,.,,. darum durch einen Kreis hervorgehoben. 

3.9.2.2 Grenzfrequenzen als Funktion des Öffnungswinkels 

Für den Fall der Drehanregung sind in Abb.62 entsprechend 
Abb.47 die F.requenzbereiche dargestellt, in denen die größte 
Beanspruchung n~cht am rechten Stabendo auftritt. 
Für den AnregungstypE) erfJbrigt sich ein solches Diagramm, 
weil die Stelle der größten Beanspruchung nicht .springt. 

3.9.2.3 "Bruchbereiche" · als Funktion des Öffnungswinkels 

Die Winkelbereiche, in denen bei den Randbedingungen D) und 
E) Brüche auftreten können, sind in den Apbildungen 63 und 
64 in Abhängigkeit vom Öffnungswinkel aufgetragen worden. 

4.10 Beweis von Satz 11 

Der Satz 11 ergibt sich anschaulich aus der Tatsache, daß mit 
wachsender Fr equenz die Anzahl der Nulldurchgänge (Knoten) -
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des Biegemoments immer grö!l er wird. Nach dem Durchlaufen jeder 
Eigenfrequenz tritt eine neue Nullstelle an dem Ende, an dem 
die harmonische Erregung angreift, in den Stab ein. Sie wandert 

. . 

mit steigender Frequenz auf das freie Stabende zu, wobei die 
Abstände LKn zwischen den Knoten at~ehmen. 

Da di e Beanspruchungsfunktion im wesentlichen durch die trigo­
nometrische Lösungsfunktion A1(siehe Tabelle auf S.31) gebildet 
wird, bei der der Abstand der Nulldurchgänge L1 • rr/n,1 ist, gilt 
auf Grund von ( 2. 66) für die Knotenabstände näherungsweise 

= 
const 
Vw 
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"Bruchbereiche" b l s Punkt ion de s Öffnungswinkels 

Ein seitig e i ngespannte St äbe, Längsanrecung (Fall A) 
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Abb. 48 ,. 

Ei ns eitig eingespannte Stäbe, ~uercmregung ( Fall B) 
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"BrLlchberei c he " als Funktion dts jffnungs~inkels 

1 in se it i g einge s~ann te Stä,e , Lrehanregung (Fall C) 
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Beidseitig freie Stäbe , Drehönrecung (Fall D) 
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Beidseitie freie Stäbe, ~ueranreeung (Fall E) 
n; P ei.11z eln1>n Lini Pn kenn?.Pi l"'inPn cHskrete Bruch., tellen, 
die bei der 2 .,3. bzw. 4. Eicenfre;uenz möelich sind. 
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4. Abgrenzung des Gültigkeitsberei ch der einfachen Biegetheorie 

Es ist bekannt, daß bei höheren Frequenzen, bei denen die Wel­
lenlänge der Auslenkungsfunktion nicht mehr sehr groß gegen­
über den 'Abme ssungen des Stabquerschnitts ist, die Einflüsse 
von Achsdehnung, Schubverformung und Rotationsträgheit eine 
große Rolle spielen. 

Diese werden in der Differentialglei chung (2~46), die den Un­
tersuchungen in Abschnitt 3 zugrundeliegt, nicht erfaßt. Es 
soll nun überprüft werden, bis zu welchen Frequenzen die Ver- · 
nachlässigung dieser Einflüsse berechtigt ist, d.h. bis zu wel­
chen Frequenzen die Ergebnisse des Abschnitts 3 gültig sind. 
Dazu greifen wir auf die ·genauere Diffentialgleichung (2.25) 
für die Schwingungsform zurück. 

4.1 Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

Bei Berücksichtigung der obengenannten Nebeneinflüsse wird die 
Schwingungsform ebenso wie in der einfachen Biegetheorie durch 
eine lineare Differentialgleichung 6.0rdnung mit konstanten 
Koeffizienten beschrieben. 
Der Exponentialansatz 

für die Lösungsfunktion führt auf die charakteristische Glei­

chung '° '.f / c2. p '+ + C„ f 2 
1- Co : . 0 I ( 4. 1) 

·e Gleichung (2.56) kubisch in p2 ist. Die die ebenso Koef-
fizi enten c

0
,c1 und C?. (siehe Gleichungen 2.26) und damit die 

wurzeln der charakteristischen Gleic~ung hängen jetzt jedoch 
von drei Parametern, nämlich x,f und 'f ab (siehe Gleichungen 
(2.18) bis (2.20) . . 

Der Charakter der Wurzeln von Gleichung ('4.l) wird .im wesentli­
chen vom Frequenzparameter X .= k/f bestimmt; die Einflüsse des 
Schlankheitsparameters f und des Schubparameterar machen sich 
erst bei höheren Werten von X bemerkbar. 
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I fL. ii b r J.., , e n v cJ. ·. iP1 ~i ch ubparame ter 

nicht sehr stark; denn die Que r kontrektionszahl v kann nur 
i nnerhalb der Grenzen O ~ 'tl ~ 0,5 liegen_ und der Formfak,.;. 
tor ~ ~ des Querschnitts schwankt normalerweise nur im Ver­
hältnis 1 : 2. 

Die charakteristische Gleichung (4.1) der verbesserten Theorie 
g eht für f ~ oo in die einfache Gleichung (2.56) über. Hat 
der Schlankheitsparameter jedoch eine endliche Größe, dann tre­
ten zu den 3 Lösungsbereichen der einfachen Gleichung zwei neue 
hinzu . Di e Typen der Wurzeln der verbesserten charakteristi­
schen Gleichung und die zugehörigen reellen Lösungsfunktionen 
öer Differentialglei chung (2.25) sind in der folgenden Tabelle 
n rnammengestell t. 

iWurzeln der char. Gl. Lösungsfunktionen der Diff'-Gl. 
:-. 

i ch Pl,2 P3,4 P5,6 vl v2 V3 

imag. imag . imag . sin n1('f+~) sin n2(Cf+~) sin n3 ( Cft rl} ) 
-

j ' II konj . konj. II 
eiC'(dL) . ß rh } -eec~1-~5) ß ~ 

Komplex komplex e s,n tq+ z. e sin l~t 1) 

IlI II reell reell " ! 'Yl2.Cf e. :t '>1.,'( e.. 
IV " reell imag . " -+- "1 Cf e - L sin n3 <r t r/3 ) 

--
V " imag. imag . II sin n2 (<ft Ui) sin n3 (Cf-i- c/3 ) 

I 

Die unteren Grenzen der Lösungsbereich~ II und III bleiben im 
wesentli chen unverändert, d.h. sie liegen unabhängig von der 

Größe vo~ .f ungefahr bei 
X., % o, IA3 -/! 

und 

Die unsere Grenze von Bereich IV ist durch 

'(
3 

= 1 , d.h. k = f (4.2) 
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gegeben, di e von Ber eich V durch 

'l<'t,= f,-1 
r 

In Abb. 65 ist zur Veranschaulichung der Ver~auf der Wellen-
zahlen n1,n2 und n3 bzw. « und ß der Lösungsfunktionen in Ab­
hängigkeit von~ aufgetragen worden. Für dieses Beispiel wur­
den die Parameterwerte f = 1000 und 1'= 3 gewählt. Diese Werte 
entsprechen z.B. einem Stahlstab mit Rechteckquerschnitt, des­
sen radiale Dicke rund 1/10 des Krümmungsradius beträgt. Die Be-

- . 
rechnung der entsprechenden Kurven für andere Werte von f und r 
zeigt, daß der Einfluß dieser Parameter auf die Größe der Wel­
l enzahlen in den Frequenzbereichen I, II und im unteren Teil 
von III gering ist, sofern der Schlankheitsparameter eine gewis~ 
se Mindestgröße hat. Diese liegt etwa. bei f = 300. 

Wenn man d_ie Wellenzahlen über dem Parameter k aufträgt, dann 
bleiben bei größer werdendem Schlankheitsparameter f die Fre­
quenzbereiche I und II annähernd _gleich, während Bereich III 
immer mehr gedehnt wird . 

Als Richtwert kann man angeben, daß die einfache Theorie die 
Wellenzahlen der Lösungsfunktionen ungefähr bis zum Frequenz­
parameter 

~ = 0,1, d.h. k = O;l f (4.4) 

genügend genau wiedergibt, wenn man ca. 5% Fehler zuläßt. 

4.2 Berechnung der Beanspruchung 

Es ist jedoch noch zu prüfen, wie stark sich die Nebeneinflüs­
se auf die Verteilung der ·Beanspruchung längs der Stabachse 
auswirken. Denn an die Stelle der einfachen Beziehungen (2.50) 
bis (2.52) für die Schnittlasten treten jetzt die Gleichungen 
(2.38 ), (2.39) und (2.41). · Außerdem ist jetzt für die Bean­
spruchung nicht mehr allein das Biegemoment M maßgebend. Zu 
der Normalspannung d,., auf Grund der Biegung :tritt noch die Nor­
malspannung 6N hinzu, die durch die Längskraft N hervorgerufen 
wird. Beachtet man die in Abb. 2 festgelegte Vorzeichenrege­
lung, dann he.rrscht in der unteren Faser des Stabquerschni tts 
die Spannung 
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und in der oberen di e Spannung 

(4.6) 

( siehe .Abb. 66) . 

Abb. 66 Abb.67 

Die zusätzliche Beanspruchung durch die Schubspannung infol­
ge der Querkraft brauchtnicht berück~ichtigt zu werden, weil 
diese ja am oberen und unteren Querschnittsrand verschwindet 
( s_iehe Abb. 67). In dem von uns betrachteten Frequenzbereich 
wird der Stab hauptsächlich auf Biegung beansprucht, und die 
größte Spannung tritt in einer der Randfasern aut. 

Nach den Gleichungen (2.38) und (2.39) gilt 

E-F A ( " K III K I) N • ·a:- (A--,<.) Kt . V i $ _v' ... 't " 

AA = & 1 1 c- (r""....1) v "+ Ka. v"' + K o v') . 
'"I Q,7 Ko~ 

und 

Führen wir die Abkürzungen 

FJ: 
Q. 

N E"f= 
und - Q,t 

M M ':' 

~l 
ein, dann erhalten wir mit. 

und 
N E -,,., __ :_ N 

UN ~ F Q. 

t"1 ~ -6 --e- -eM H - 1 - Q.a 

für die Normalspannung in der unteren bzw. 
~ . - e - ) 6.._: 6w + 6 14 = ~ ( N -1- i M 

bzw. 
< E- (- e -) "o :s a" -6 M = i, N - i, M 

·{4:~n 
' ' . 
(4.8) 

oberen Randfaser 

} (4-9) 
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Das in dieser Formel auftretende Verhältnis e/a kann man in 
die Form 

r/T . e 
Yf i (4.10) 

umschreiben. Bei der Berechnung der maximalen Beanspruchung 
spielen also zwei von der Querschnittsform des Stabes abhän­
gige Größen eine Rolle, nämlich .:\5 und e/i, das Verhältnis 
des Abstandes zwischen Randfaser und Querschnittsschwerpunkt 
zum Trägheitsradius. 

Fttlf· einen vol f'än Rechteckquerechni tt ist z.B .. 

~ = V3 und damit f = l{f. (4.11) 

Daraus folgt fi.k: die Randspannungen 

&~ = ~ ( N + 'fl. i4 ) a. . f 

und 60 : { ( N - '{f M ) . 
} · (4.12) 

4.3 Diskussion der berechneten Beispiele 

Um zu prüfen, ob die Nebeneinflüsse gegenüber der reinen 
Biegung eine wesentliche Verlagerung der Bruchstellen herbei­
führen, wurde eine Reihe von Beispielen nach der verbesserten 
Theorie durchgerechnet. 

Es handelte sich dabei wie in Abschnitt 3.9.1 um einseitig 
fest eingespannte Stäbe, die durch eine vorgegebene harmoni­
sche Bewegung der Einspannung zu Schwingungen angeregt werden. 

Für die Aufteilung der Randbedingungen wurden die Gleichungen 
/ 

(2.30), (2.34), (2.38), (2.39) urid (2.41) herangezogen, als 
feste Parameter wurden O = 3 und f = 1000 bzw. f = 5000 gewählt. 

Zur Berechnung der Beanspruchungen wurden die Gleichungen 
(4.12) zugrundegelegt, d.h., es wurde ein Rechteckquerschnitt 

angenommen. 

Für dieselben Anregungstypen, wie sie in den Diagrammen 22 bis 
44 dargestellt sind, wurden der Verlauf der Randspannungen 
t

14 
und 6

0 
längs der Stabachse berechnet und hieraus jeweils 

die Stelle y der höchsten Beanspruchung ermittelt. 

Da die Ergebnisse für Frequenzen aus den Bereichen I und II 
weitgehend mit denen der einfachen Theorie übereinstimmen, 
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genügte es, die Ve r gleichsrechnungen fUr Frequenzen aus dem 
unteren Teil von Bereich III durchzuführen. Um den Vergleich 
mit der elementaren Theorie einfach durchführen zu können, 
wurde für die gr aphische Darstellung 

J. = 1?<. f,. ~ 
11' ·1r· 

als Frequenzparamet er benutzt. 

Einige der ermitte lten Kurven q= fft) sind in den Abbildungen 
68 bis 73 dargestellt. In diesen stellen die durchgezogenen 
Linien die Ergebnisse der verbesserten Theorie dar, und zum 
Vergleich sind die Kurven nach der einfachen Theorie gestri­
chelt eingezeichnet. 

Auß erdem sind in den Diagrammen 74 bis 76 - entsprechend den 
Diagrammen 45 bis 47 - die Grenzen derjenigen Frequenzbereiche, 
in denen die Bruchstelle nicht mit der Einspannstelle zusam­
menfällt; über dem Öffnungswinkel des Stabes aufgetragen 
worden. 

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der einfachen und der 
verbesserten Theorie zeigt folgendes: 

1.) Die Eigenfrequenzen werden gegenüber dem Fall der . reinen 
Biegung erniedrigt, und zwar ist· die relative Verringe­
rung um so größer, je größer der Frequenzparameter k ist •. 

2.) Die Abhängigkeit der Stelle der größten Beanspruchung 
von der Frequenz bleibt im wesentlichen unverändert. Bej, 
Anregung in einer Eigenfrequenz oder in deren unmittel­
barer Nähe

1
wird der Bruch immer an der Einspannstelle 

auftreten. (Die Ausnahmen von dieser Regel kommen im Fre­
quenzbereich I vor und werden durch die Nebeneinflüsse 
nicht verändert.) 
Zwischen den Eigenfrequenzen liegen jeweils Frequenz­
bereiche, in denen die größte Beanspruchung nicht an der 
~inspannstelle auftritt. 

3.) Entsprechend der Erniedrigung der Eigenfrequenzen sind 
diese Frequenzbereiche gegenüber der bishe~igen Iage 
nach unten verschoben, außerdem sind sie schmaler~ 
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4.) Bei Quer anreeung und bei Drehanregung werden die Kurven, 
di e q al s Funktio~ des Frequenzparameters darst~llen, 
dur ch die Nebeneinflüsse nur in geringem Maße quantitativ 
verf;indert. 

5.) Bei Längsanregung hingegen weisen die Kurven r =. f ( ¼) 
gegenüber denen der ei nfachen Theorie qualitative Abwei-

• -J( 
chungen auf , wenn im vorliegenden Beispiel der Frequenz-
parameter k ungefähr den Wert k = 100 übersteigt. 
Di e Stelle der relativen Beanspruchungsextrema sind zwar 
nur unwesentlich . verschoben, aber da sich die Größen­
verhältnisse zwi schen den einzelnen Extremwerten verändern; 
verlagert sich h i er die größte Beanspruchung mitunter an 
ganz andere Stellen als bisher. 

Es ist physikalisch auch einleuchtend·, daß sich bei 
Iängsanregung die stär~sten Abweichungen .von derreinen 
Biegung einstellen; denn die Anregung in Richtung der 
Stabachse ruft stärkere Normalkräfte hervor als eine Quer­
kraft oder ein Moment. 

Die Vergleichsrechnungen bestätigen, daß die · einfache Biege­
theorie auch_ hinsichtlich der Beanspruchungsform zutreffen~e 
Ergebnisse liefert, wenn der Frequenzparameter unterhalb der 
Richtgrenze (4.4) liegt. 

.. . 
Schlankheit sparameter f = 1000 



0,8 

0,6 

0,4 

0, 

0 

1\ 
!f 

1 'fe 

q 

0,6 

0,4 

o, 

0 

- 127 -
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1 2 
Abb. 68a (Erläuterungen dazu auf S. 125) 

Cf6 -=- t1r j L4n9sanre91.u19: u€=0, y,=O 
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Abb. 68b (Erläuterungen dazu auf S.125) 
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" l cp,= 1f; Län9s anre9un9: l.lEsO, 1/1€ =o 
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Abb. 69a (Erläuterungen dazu auf S. 125) 
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Abb. 69b (Er läuter unge::1 dazu auf S. 125) 
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1i 
Cf~ = 2. 1 Q u er o n, e 9 u n 9 : vf = o , ¼ =- o 
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Abb. 70a (Erläuterungen dazu auf S.125) r. 
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Abb. 72 a (Erläut erungen dazu auf S. 125) 
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Abb. 75 

(Erläueter~ncen dazu auf S.125) 
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5. Ex oerimenteller Teil 

Um einen Teil der Rechenergebnisse zu überprüfen , wurden 

Versuche mi t einseitig eingespannten Kr eisbogenstäben durch­
geführt. Diese Stäbe wurden durch harmonische , t r anslatorische 
bzw. rotatorische Bewegung ihrer Einspannung so lange zu 
Schwingungen erregt, bis ein Dauerbruch eintrat. Die Stelle 
dieses Bruches wurde dann mi~ der berechne t en Stelle der höch­
sten Beanspruchung verglichen. 

5.1 Versuchseinrichtung 

Zur Erzeugung einer sinusförmigen trans l a t or ischen Bewegung 
stand eine komplette Schwingungserregeranlage zur Verfügung, 
die aus einem Frequenzgenerator, einem Le~stungsverstärker 
und einem elektrodynamischen Schwingtisch besteht (siehe 
Abb. 77). Um möglichst große Amplituden de r Stabeinspannung 
zu erreichen, wurden die Probestäbe (Pos . 4 in Abb. 77) nicht 
direkt auf die Schwingplatte (Pos . 1) de s Erregers gespannt, 
sondern auf Biegefedern (Pos. 2) . Di es e bilden, zusammen mit 
der Masse der Einspannstücke (Pos . 3) , ein schwingungsfähiges 
System. Durch Variation der Dicke, Länge und Anzahl der Feder­
stäbe und der Masse der Einspannstücke wurde die l. Eigen­
frequenz dieses Systems jeweils so abgest i mmt, daß sie mit der 
gewünschten Anregungsfrequenz zusammenfiel. Auf diese Weise 
konnten verhältnismäßig große translat or ische Amplituden der 
Einspannstelle erreicht werden (etwa l mm bei 200 Hz). 

Um die Probestäbe auch durch eine Drehbewegung der Einspan­
nung anregen zu können, wurde die in den Abbildungen 79 und 
80 gezeigte Versuchsanordnung gebaut. Der Tor s i onsstab 
(Pos. 2 in Abb. 79/80) ist an einem Ende e i ngespannt (Pos. l) 
und an drei Stellen zwecks Verminderung uner wünschter Biege­
schwingungen in Kugellagern drehbar gelage r t. An seinem 
Ende is t die Einspannvorr ichtung (Pos . 5·) f ür die Versuchs­
stäbe befestigt. Über einen Hebel (Pos . 3) und e i ne Schub­
stange (Pos. 4) mit Kreuzfedergelenken wird der Stab von 
einem elektrodynamischen Schwingungse r r eger (Pos. 9) i n 
Torsionsachwingungen versetzt. Dadur ch f ührte die Einspannung 



- 137 -

der Pr obestäbe Drehschwingungen aus. Auch hier wurde die 
Resonanz ausgenutzt, um möglichst große Winkelamplituden zu 

erzeugen. Durch Ve rände rung der Endmasse (Pos. 5 in Abb. 79) 
und der Stablänge konnte die erste Eigenfrequenz des schwin­
gungsfähigen Systems, das aus dem Torsionsstab und der End­
masse gebildet wird, jeweils so eingerichtet werden, daß sie 

mit der gewitnschten Anregungs frequenz übereinstimmte. 

Die Ausnutzung der Resonanz des sc~wingungsfähigen Einspann­
systems ist nicht nur wegen der großen Amplituden vorteilhaft, 
sondern sie gewährleistet gleichzeitig auch, daß die in der 
elektrodynamischen Anregung enthaltenen Störfrequenzen mecha­
nisch weggefiltert werden und die Bewegung der Einspannung 

sinusförmig verläuft. 

Da die Frequenzskala cer kontinuierlich durchstimmbaren Fre­
quenzgeneratoren nicht sehr genau ist, wurde bei beiden Ver­

suchseinrichtungen ~ie Anregungsfrequenz mit einem Frequenz­
meßgerät gemessen (siehe auch die S8hemaskizze Abb. 78). 

5.2 Werkstoffe der Versuchsstäbe 

Die Stäbe sollten aus einem Werkstoff bestehen, der bis zum 
Bruch dem Hookeschen Gesetz gehorcht und bei dem sich Dauer­
brüche mit möglichst geringen Anregungskräf ten erzeugen las­

sen. 

F1r die Versuche mit translatorischer_Anregung der Einspann­
stelle wurden Stäbe aus GrauguB verwendet. Auf der Drehbank 
wurden Ringe mit e inem Rec hteckquerschnitt von 5 x 10 mm und 
einem mi ttler en Durchmesser von 210 mm hergestellt, und aus 
die s en wurden die gewünschten Segmente herausgesägt. 

Bei der Versuchsanordnung f:i.r rotatorische Anregung der Ein­
spannung reichten die erzielbaren Winkelamplituden nicht aus, 
um bei Graugußstäben Dauerbrüche zu erzeugen. Daher wurden 
Stäbe aus Hartgips verwendet, die in einer Metallform mit 

Sil ikonkautschuk-Auskleidung gegossen worden waren. 
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5.3 Durchführung der Versuche 

Aus den berechne ten Diagrammen 22 bis 44 wurden für verschie­
dene Öffnungswinkel Frequenzparameter ausgewählt, bei denen 
Dauerbrüche außerhalb der Einspannstelle zu erwarteu sind. 

Von jedem Versuchsstab wurde zunächst bei mögljchst starrer 
Einspannung durch Aufsuchen der Resonanzüberhöhung diejenige 

Eigenfrequenz fe, Stab gemessen, aie der geplanten Anregungs­
frequenz am nächsten war. Mit dem theoretisch berechneten 
Eigenwert ke wurde die Anregungsfrequenz 

f - V k9epto.,/ . f 
'J~rtanf - k t:, Stab 

e . . 

ermittelt. Dann wurde versucht, die Eigenfrequenz des Ein­
spannsystems so abzustimmen, daß sie möglichst dicht an . f!Jtplant 

lag. ~ei der tatsächlichen Eigenfrequenz des Einspann­

systems, die mit f gemessen bezeichnet wird, wurde nun der 
Dauerschwingversuch bis zum Bruch des Versuchsstabes duxch­
geführ t. Der wirklich vorliegende Frequenzparameter der 
erzwungenen Schwingung ergibt sich dann aus der -Gleichung 

~ 

k = Kt. ( f,emtllett) . 
f.c,S~b 

Die Abbildungen 81 bis 94 zeigen eini~e Versuchsstäbe mit 
Dauerbrüchen. 

Der Winkel ~g~ zwischen dem freien Ende und der Bruchstelle 
wurde mit: 0,5° Genauigkeit .mit einem Winkelmesser gemessen. 
Um nun die experimentell gefundenen Bruchstellen mit den be­
rechneten Stellen der höchsten Beanspruchung zu vergleichen, 

wurden di~ Werte rs,lfE in die zugehörigen Diagramme eingetra­
gen, die ~/fe in Abhängigkeit vom Frequenzparameter ~Ir dar­

stellen. 

Die Abbildungen 95 bis 100 zeigen, daß zwischen den berech­
neten Werten und den Versuchsergebnissen eine befriedigende 

Übereinstimmung besteht. 
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Abb. 77 
1 Schwingplatte des elektrodynamischen Schwingungs­

erregers C 10 der Firma MB Electronics, New Haven, 

Connecticut, USA 
2 Biegefedern aus gehärtetem Flachstahl, auf der 

Schwingplatte festgespannt 
3 Einspannung des Versuchsstabes 
4 Versuchsstab aus Grauguß 
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Abb. 78 
Schematische Skizze der Versuchseinricht~ng zur Erzeugung 

von Drehschwingungen 

1 Feste Einspannung 
2 Torsions s tab 
3 Hebel, mit Stab 2 fest verbunden 
4 Schubstange zwischen dem Stößel des Schwingungserregers 9 

und dem Hebel 3 
5 Einspannung für Versuchsstäbe (angeschraubter Winkelstahl 

dient als träge Masse zur Resonanzabstimmung) 
6 Frequenzgenerator Typ 111 der Firma Wavetek, San Diego, 

Qalif., USA 
7 Frequenzmesser der Firma General Radio Company, West 

Concord, Mass.,USA 
8 Leistungsverstärker Typ LV 412 der Firma Fey, München 
9 Elektrodynamischer Schwingungserreger Typ V50 Mk1 der 

Firma Pye-Ling, Royston, England 
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Abb. 79 

Abb. 80 

Abb. 79 und 80 s Versuchseinrichtung zur Erzeugung von 
Drehschwingungen. Erläuterungen dazu unter Abb. 78-
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Abb. 81: Anregung mit der 1. Eigenfrequenz 
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Abb. ' 82: Anregung zwischen der 1. u. 2. Eigenfrequenz 
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Abt. 83: Anregung zwischen der 1. u. 2. Eigenfrequenz 

Abb. 81 - 83 : I)auerbrüche an Versuchsstäben aus Grauguß 
(Rad ius a = 10,5 cm). Anregung durch harmonische Radial­
bewegung de r Einspannung. I)ie I)reiecke zeigen die Ein­
spannstelle und die Bruchstelle an . 
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Abb. 86 

Abb. 84 - 86 : Dauerbrüche an Versuchsst äb en aus Grauguß 
(R2dius a = 10,5 cm), Anregung durch harmonische Radial­
bewegung der Einspannung mit Freq_uenzen zwischen der 2. 
und 3. Eigenfre q_uenz. Die Dreiecke zeigen die Einspann­
stelle und die Bruchstelle an . 



Abb. 88 

Abb. 87 u. 88 : Dauerbrüche an Versuchsstäben aus Hartgips 
(Radius a = 1 2 , 5 cm). Anregung durch harmonische Drehbewe­

gung der Einspannung in der Bogenebene mit Frequenzen zwi­
schen der 1. und 2 . Eigenfrequenz. 

Die Drei ecke zeigen die Einspannstelle und die Bruchstelle 

an . 
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Abc. 69 

Abb. 90 

Ace . 89 u . 9u : Dauerbrüche an Vers uchs stäten a1,;.s Ha rtgi p s 

(Ra dius a = 12 ,5 cm) . Anregung durch h ar monische Drehbewe­

gung der .!!:in s1Jannung in der Bogeneb ene mit i r ec;_uenzen zwi­

schen der 1. und 2 . Ei~enfrequenz. 

Di e Dreiecke zeigen die Einsp 2nnstelle und die Bruchstelle 

an . 
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Abb. 91 

Abb . 92 

Ab c . 91 t,. 92 : Dauerbrüche an Versuchsstäben aus Hartgips 

(Radius c: = 12 , 5 cm ). Anregung durch harmonische Drehbewe­

gung der Einspann ung in de r Bogenebene mit :B1rEquenz en zwi ­

schen der 2 . und 3. Eigenfrequenz. 

Di e Dreie cke ze igen die Einspannst elle und d ie Bruchs t e lle 

an. 
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Abb. 93 

Abb. 94 
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Abb. 95 und 96: Verglerch der exyerimentell gefv~denen 
3r~chstellen (als Kreuze eingezeichnet) mit den cerech­
neten Stellen der höchsten Beanspruchung. 
~inseitig eingespannte Ver-suchsst s.be aus Grauguß, .A.nre­
c ung durch harmonische Radialbewegung der Einspannung . 



At b. 97 
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Vergleich p.er experimentell gefundenen Bruch­
(als Kreuze eingezeichnet) mit den berechneten 
der höchsten Beanspruchung • 

Zinseitig eingespannte Versuchsstäbe aus Grauguß, Anre­
gung durch harmonische Radialbewegung der Einspannung. 

·1r::trr·+c\::C ~,rto:c,;+ , ,;+;, ; :,", '·. '}']~\~i_~{ s 9 .: ... 
1 ..,..,.........,..,,.,...,...-t,,,,..,...;,111------------.. iil~--~ .... 'il-i--+-':.:.;:.,.l'--~'r.-...,;.;..--,-+-,,;.f....;.,.........,.--..... _ 

~bb. 98: Vergleich der experimentell gefundenen Bruch­
s tellen(als Kreis e eingezei chnet) mit den berechneten 
Lt el len der nöchste!l Beanspruchung. 

3 in seitig eingespBnnt e Ver s uchsst äbe aus Hartgips, An­
regung dl1re;h harmonische Drehbewegung der Einspannung •. 
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Abb. 99 
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Abb. 100 

.. ~.-::'c . 99 und 1 00: Vergleich der experi1r.entell gef un denen 
3ruchEtellen lals Kreise eingez eichnet) mit den berech­
~et en Stel l en der höchsten Beanspruchung. 

Sins2itig eingespa nnte Versuchsst~be aus Hartgips, Anre­
~~ng durch bar munische Drebtewegung der Einspannung. 




