HEINRICH-HERTZ:INSTITUT FOR SCHWINGUNGSFORSCHUNG
BERLIN:CHARLOTTENBURG

Technischer Bericht Nr. 92

Uber die Beanspruchung von diinnen Kreisbogenstiben

bei Biegeschwingungen in ihrer Ebene

von

Dipl.zIng. Christian Klarhoefer

Berlin
1 9 6 8



Technischer Bericht Nr. 92

{ber die Beanspruchung von diinnen Kreisbogenstében

Biegeschwingungen in ihrer Ebene

Zusammenfasaung:

Die vorliegende Arbeit btefaldt sich mit kreisbogenformlg ge-
xrimmten, schlanken St&ben von konstantem und zur Kreisebene
symmetrischem Querschnitt, die Biegeschwingungen in der -
Kreisebene ausfilhren. Hierbei sonll festgestellt werden, an
welchen Stellen solcher Stéabe Dauerbriiche auftreten konnen,
wenn sie durch eine harmonischz Bewegung ihrer Enden zu er-
zwungenen Schwingungen angeregt werden. Der Untersuchungen
liegt die einfache Biegethesorie unter Vernachldssigung von
Achsdehnung, Schubverformung und Rotationstrdgheit zugrunde.

Im ersten Teil der Arbeit werden die Differentialgleichung
flir die Schwingungsform und deren Lésungsfunktionen angege-
ben,

Im Hauptteil werden einige allgemeine S&dtze iber die Vertei-
lung der kinetischen Biegebeanspruchung léngs der Stabachse
formuliert und bewiesen. Als Beigpiel dazu wird bei St&ben
mit einem freien Ende fiir unterschiedliche Anregungsfédile
die Stelle der hochsten Beanspruchung numerisch berechnet
und fir verschiedene Oflnungswinkel als Funktion der Anre-
gungsfrequenz in einer R=ihe von Diagrammen aufgetragen.,

In 3, Teil wird anhand von durchgerechneten Beigpielen iiber-
priift, inwieweit sich die bisher vernachlédssigten Nebenein-
fliisse auf die Lage der hochsten Beanspruchung auswirken.

Zur Uberpriifung der numerischer Ergebnisse des Hauptteils
wurden auch Versuche durchgefiihrt, iiber die zum SchluB be-
richtet wird. An einseitig eingespannten Versuchsstében mit
verschiedenen Offnungswinkeln wurden experimentell Dauer-
briiche erzeugt. Die Bruchstellen stimmten befriedigend mit
den berechneten Stellen der hochsten Beanspruchung iberein.
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Berlin-Charlottenburg
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Zentriwinkel als Koordinate léhgs der Stabachse.’
Offnungswinkel = Winkel zwischen den Endquer-

. schnitten des Stabes

Nelgungsw1nke¢ des Stabquerschnitts gegenuber
dem unverformuen Zustand. ,

Kreisfrequenz der Schwingung

Ein hochgestelltez Strich bedeutet eine Ableitung"'
nach ?
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1. Einleitung und Aufgabenstellung

Die vorliegende Arbeit befaB8t sich mit kreisbogenfdrmig ge-~ .
kriimmten, schlanken Stdben von konstantem und zur Kreisebene |
symmetrischem Querschnitt, die zu Biegeschw1ngungen in der

Kreisebene angeregt werden. |

Die Eigenschwingungen, insbesondere die Eigenfrequenszen,
solcher St&be sind seit den ersten Arbeiten von Hoppe [1],
Rayleigh [2] und Iove [3] in der Literatur schon weitgehend
behandelt worden. Es soll hier nur kurz das neuere Schrifttum
angegeben werden, das den Inhalt der vorliegenden Arbeit be-~
riihrt. Wuest berechnete in [4] die Eigenfrequenzen'einseitig
eingespannter Stidbe nach der einfachen Biegetheofie, d.h.
unter‘Vernachléssigung von Achsdehnung, Schubverformung und
Rotationstrégheit. In seinem Buch [ 5] faBte Federhofer seine
bis dahin erschienenen, zahlreicher Aufsétze iiber die Schwinék
gungen von Kreisbogenstidben zusammen'und‘gab einen fberblick
iiber die im Jahre 1950 bekannten Resultate. Hier wird fixr

die freien BiégeSchwingungén~in'der Kreisebens auch die Dif-
ferentialgleichung angegeben, die die oben genannten Neben-
einfliisse beruckslchtigt und fiir den geschlossenen Ring’ ge-
10st. ‘ '

Erzvwungene Schw1ngungep unter der erkung zeltabhanglger radl—
‘aler Streckenlasten cder Einzelkrifte wurden von Woinosky-
Krieger [67], Federhofer [7], [8], Philipson [9]}, Sorokov LlO],,
Hiibner [11], Shimizu [12] und anderen untersucht '

In der vorliegenden Arbeit werden nun dieaenlben erzwungenen
Schwingungen behandelt, die durch harmoniSChe, an den Stab-
enden angreifende Krafte oder Momente erregt werden. Die
Arbeit entstand auf Grund einer Anregung von Prof. Dr. Uatthleu,
der in [13] die Beanspruchungen in einseitig eingespannten,
prismatischen und keilformigen St&ben behandelte, wenn diese
durch Bewegung ihrer Einspannung in erzwungene Schwingungen
versetzt. werden., Zandexr erdrterte dann in [141 die Verteilung
der kinetischen BiegeSpannungen in prismatlschen Stdben syste-
matisch fiir alle physikalisch sinnvollen Kombinationen von
Randbedingungen. Von Sassor [15] wurden die Biegespannungen
bei den erzwungenen und freien Biegeschwingungen kegeliger



und pyramidenfcrmigex Stdbe ermittelt, dié‘am dicken Ende ein-
gespannt sind.

Diese Untersuchungen werden nun auf Kreigbogenstabe ausgedehnt.
Es soll festgestellt werden, an welchen S*tabstellen Dauer-
briiche auftreten kdnnen, wenn die erzwungpne Bewegung der Stab-
enden geniigend groB ist.

Ausgangspunkt der Betrechtungen ist das Fundumentalsystem der
Differentialgleichung 6. Ordnung fiir die Schwingungsform nach
der einfachen Biegetheorie. Das Biegemoment, 2lso die fiir die
Beanspruchung maBgebende GroBe, setzt sich aus 6 Exponential-
funktionen zusammen, und darch Superpositidn.dieser Funktionen
lassen sich s&mtliche Spannungsverteilungen erfassen, die in
der behandelten Klasse von Schwingungen mcglich sind.

Der Verlauf der Beanspruchuﬁg ldngs der Stavachse héngt voa

7 Parametern ab. Diese sind die Anregungsfrequenz, der Off-
nungswinkel des Sfabes urd die 6 Randbedingungen, von denen
aber nur 5 wesentlich sind. Werden nun jeweils einzelne dieser
Parameter fest vorgegeben, wdhrend die restlichen frei blei-
ben, dann lassen sich aus einer Untersuchung der jeweils mog-
lichen Spannungsverlzufe einige allgemeine S&tze {iber die

Lage der hochsten Beanspruchung herleitep.

Fiir einseitig eingespannte Stabe wurde die Stelle, an der die
groBte Biegespannung auftritt, in Abhéngigkeit von der Anre-
gungsfrequenz und vom Offnungswinkel des Stabes fiir einige
typische Anregungsfidlle numerisch berechnet. Hierfiir wurde
ein Digitalrechner (Zuse 2 23) Yeautzt.

Ein Teil der Rechenergebnisse wurde durch Versuche iberpriift

und bestdtigt. Diese Versuche konnten im Institut fiir Mecha-
nische Schwingungslehre der Technischen Universitét Berlin

durchgefiihrt werden.
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= Theoretische Grundlagen

2.1 Voraussetzungen

Es wird ein schlanker Stab mit kreisbogenférmigér Achse be-
handelt, dessen Querschnitt ldngs der Stabachse konstant
und zur Kreisebene symmetrisch ist. ‘

Ein solcher Stab soll durch harmonische Kréfte oder Momente,
die an seinen Enden angreifen, zu ungedémpften, harmoni-
schen Biegungs-Dehnungs-Schwingungen in der Kreisebene er-
regt werden; sonst sollen keine HuBeren Krifte odexr Nomente
auf den Stab einwirken. '

Die eigentliche Untersuchung beschrédnkt sich (ab Kap. 2.3)
auf einen sehr schlanken Stab, bei dem die Querschnittsab-
messungen gegeniiber dem Radius der Stabachse sehr klein
sind. Dann konnen die Einfliisse von Schubverformung, Achs-
dehnung und Rotationstrédgheit vernachlassigt werden.

2.2 Herleitung der Differentialgleichung fiir die
Schwingurngsform

2.2.1 Bezeichnungen

Der Radius dexr unverformtea Stabachse wird mit a bezeichnet.
Als Koordinate lédugs der Stvabachse benutzen wir die Bogen-
lénge s bzw. den Zentriwinkel @ . Die Iage eines ausgelenk-
ten Stabquerschnittes wird durch die Radialverschiebung u,
die Tangentialverschiebung v und durch den Neigungswinkel y
gegeniiber dem unverformten Zustand beschrieben (siehe Abb.1).
Weitere verwendete Symbole sind im Abkirzungsverzeichnis

avf 5.4 zusammengestellt.

2.2.2 Xinetische Gleichgewichtsbedingungen

Die Schnittlasten werden in der beim geraden Stab ilblichen
Weise definiert (siehe Abb.2). Da am Stabelement keine

duBeren ILasten angreifen sollen, miissen die Schnittlasten
mit den d'Alembertschen Tridgheitskrédften im Gleichgewicht

sein.
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Abb. 1 - Abb. 2
Die Gleichgewichtsbedingungen liefern
v N ’-

fiir die Krédfte §K2 + — & z

in Radialrichtung (s o M df (2.1)
fir die Krafte oN _ Q _

in Umfangrichtung ds o - \»L (2.2)
und fir das Momen- M _ = _J¥” |
tengleichgewicht oS Q - /“’ v . (2.%)
2.2.3 Beziehungen zwischen den Schnittlasten und

den Deformationen

Auf Grund der Stabbiegungstheorie kleiner Verformungen
gelten fiir Normalkraft und Biegemoment die Beziehungen.

und , M=EI gﬁf ) ' - (2.5)

wobei g die Dehnung der Stabachse bedeutet.
Die Kinematik des Kreisbogenstabes liefert fiir die Dehnung

_9V L, U 2.6
Eas+o.' (2.6)

Damit erhdlt man filr die Normalkraft

N=EF(3E+8) (2.
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Die Neigung der Stabachse gegenliber dem unverformten Zustand
setzt sich aus folgenden Anteilen zusammen:

ou v Q
ou  _ v . & 2.
35 Y i i,

Drehung als ' (Verschiebung in “Deformation’

starrer Korper Umfangsrichtung des Elements
als starrer durch die
Korper - Schubkraft

Hierbei ist Fs der sog. "wirkseme Schubquerschnitt". Er ist

definiert durch -

Fs* 5
S AS ) | (209)
wobei AS den Formfaktor des Querschnitts beziliglich der
Schubverformang bedeutet (vgl. z.B. [16], § 29).

Mit den Gleichungen (2.5),(2.7) und (2.8) haben wir die be-
notigten drei Beziehungen zwischen den Schnittlasten und den
VerschiebungsgroBen. Sie seien hier noch einmal zusammen-
gestellt:

M= EI 3¢
N = EI:(QX-?

"

Q GFS(-?-‘-“+—+Y> (2.10)

Mit Hilfe dieser Gleichungen kdnnen wir die Schnittlasten
aus den kinetischen Gleichgewichtsbedingungen eliminieren
und erhalten aus (2.1), (2.2) und (4.3) die folgenden drei
Be21ehunﬂen.

. 2w
GFs(""? ota_sv' a—;&’), q,(g: &)? ’/"”5};—’ (2.11)
0 .
cr (Bertd)- SR rdeph wFh an

., . 9
EI%-;I*’z ~GFs(-53‘*EX:+“[/) ’/“"a_g% . {2.23),

Diese drei gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen
beschreiben die Bewegung unter Beriicksichtigung von Achs-
dehnung, Schubverformung und Rotationstrédgheit.
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2.2.4 Aufstellung der Differentialgleichung fiir die
Tangentialverschiebung

Es soll nun durch Elimination von zweien der Verschiebungs-
groBen eine einzige Differentialgleoichung aufgestellt wer-
den. Um den EliminationsprozeB zu vereinfachen, benutzen
wir den Idsungsansatz

v(s,t) = v(s) sin (t+ o)
u(s,t) = u(s) sin (Wt+d") (2.14)
y(s,%) =y(8) sin (0t ¢+ o)

fiir harmonische Schwingungen und-wandeln damit die partiel-
len Differentialgleichungen in gcwﬁhnlidhe Differential-—
gleichungen fiir die Ortsfunktionen v(s), u(s) und‘y(s) um.
Setzt man die Gleichung (2.12) in der Form

du _ V., waos Efa rdyv | Ldu
I paliair =
ds "o ter V' eR ds Tals (2. 15)
in die Gleichungen (2.11) und (2 13) ein, erhilt man
1.0‘3V av aco u
@ g3 (4 )ols *st (’{ /“ ) 0 (2-16)
und

Elag—g‘ 9("}57, Fa[/“ ( e b ) ()] & s ! |
+ uaw [ T a:. '/{“ét]vf El (GE‘:—; +4) 0{33 ((2.17)
rEF[ARSiEE ) ]% =0

EF a*

Es erweist sich als vorteilhaft, als.unabhéngige Variable
den Zentriwinkel ¢ = s/a statt der Bogenlénge 8 zu be-
nutzen. )

Die Ableitung nach ¢ wird von jetzt an mit einem Strich
gekennzeichnet. Es bedeutet

v = USW.

AuBerdem werden folgende Abkilrzungen eingefuhrt.
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__éQ =

/“EF )¢ (2.18)

¥

—IQ - f (2.19)

_é_;_ _ r (2.20)
S

Damit nehmen die Gleichungen (2.16) und Q.17) die Gestalt

v e (1e) v o u" e -3 u = 0 (2.21)

TEV (8 ] e bea- B
+

rfi L{m Ey 22“7p+4 = -’/J H, = 0

(2.22)

ane.

Un u zu eliminieren, differentiieren wir Gleichung (2.21) und
erhalten

W’ ¢ (M-x)u + vV () v 0 . (2.23)

Die Kombination dieser Gleichung mit (2.22) ergibt zunidchst
die Beziehung

[fp44 - 7<(7+ 04+ # : =] w
PV [faped - x(phie-)] v (2.24)
+xf [y A- —] v o

Setzt man diesen Ausdruck wiederum in Gleichung (2.23) ein,
findet man schlieBlich die gesuchte Differentialgleichung

fiir v. Diese lautet
Vi

% Y -
v s v s vt Cov 2 0 (2.25)
wobei die Koeffizienten durch folgende Ausdriicke gegeben sind:

Co = xf(A-%)(Ar E -xf &)
= - x (ffd‘*'f’zfo‘f:)"’ x* Fd‘:*?’/’{"{c{"” (2.26)
C, = 2+ x(yt £ 4 4)

Hicrbei sind zundchst £ und 12/a2 als verschiedene Parameter

C

"
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aufgefilhrt, um ihre verschiedene Herkunft anzudeuten. f=IFa2/I
kommt durch die Dehnung der Bogenachse herein, widhrend 12/'a2
die Beriicksichtigung der Rotationstrégheit kennzeichnet.

In Wirklichkeit ist ja 1%/a® = 1/f, so daB die Ausdriicke fiir
die Koeffizienten sich zu

C, > xf (1-x)(4+F- x %) (2.27)

Cq = /—xf[/*fl*f)%zz(//J-Zf) 12.26)
und '

Gz 2+ x(ped) (2.29%
vereinfachen.

In der Differentialgleichung filr die Schwingungsform treten
also die folgenden drei Parameter auf:

1.) % = a‘g 002 _ g:' COz = Frequenzparameter, enthilt die
T E oA Schwingungsfrequenz ¢, den
Stabradius a und die Material-

konstante ¢ = VE]? (Schallge-
schwindigkeit im Stabwerkstoff)

2:) lfaf > = "Schlankhéitsparameter", ent-
f= 7T = 2 halt das Verh#ltnis des Radius a
zum Trdgheitsradius i des Quer-
schnitts
3.) EF = "Schubparameter", enth#dlt die
z A4+ = 2[4+V)A5
y” ¥ Querkontraktionszahl vy des Werk-

stoffs und den Formfaktor A des
Querschnitts beziiglich Schubver-
formung .

2.2.5 Beziehungen zwischen der Tangentialverschiebung und

den iibrigen ZustandsgroBen des Stabes

Un die Randbedingungen formulieren zu kdonnen und um aus der
Schwingungsform die Beanspruchungen berechnen zu kodnnen, miissen
wir die anderen mechanischen ZustandsgrtBen des Stabes, nédmlich
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u, 4, M, N und Q durch v ausdriicken. Dabei wollen wir die

Identitat
k 2.2

i°/ac = 1/¢

von vornherein beriicksichtigen.

Fir die Radialverschiebung u ziehen wir die Gleichungen (2.21)

und (2.24) heran und erhalten den Ausdruck

U= fie (VKo K)o 2o
mit den Koeffizienten

Ko*: !ff*’/'“(ff“”)’ (2.31)

Kp= =(Frpet)+ x(p+2)(x+4) (2.32)
und Ki= 1+ x(y+3) . | (2.33)

Als Beziehung zwischen der Querschnittsverdrehung und der
Tangentialverschiebung v erhalten wir aus Gleichung (2.15)
zundchst

> o [(pralu + (2-1)v + J‘V"J (2.34)
und mlt Gleichung (2.24) schlieBlich '
& K [ {f*'{ WY KoV Kov] . (2.35)

Die hierin auftretenden Koeffizienten Kb und K2 sind durch
Ko= -~ (Frpt 1)+ x[f+ (2-F)pt O] -x* (pt2) -~ (2.36)

und Ky=-[¢+ 2¢+4) + X (;‘M)‘_] (2.37)

gegeben, die Bedeutung von ng’durch Gleichung (2.31). '

Mit Hilfe der kinematischen GroBen lassen sich nun die Schnitt
lasten durch v ausdriicken.

Das Biegemoment folgt aus den Gleichungen (2.5) und (2.30) zu
[(yu)v + K,v" +K\/] (2.38)
Die Normalkraft ergibt sich aus den Gleichungen (2. 7) und
(2.30). Bs 1st |
N = £F au- n (Ve K"+ Ky ", (2.39)

wobei der Koefflzlent K4 die Bedeutung
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K,= -% (1{+27+.4)fx‘(3/+4‘) | (2.40)

hat und K;* baw. K; durch die Gleichungen (2.31) bzw. (2.33)
festgelegt sind.

%

Flir die Querkraft erhalten wir aus den Gleichungen (2.2) und
(2.39)

EF_4 vi f .
Q= Ty (v kv e Kt Kev) e
mit ' |
K= fey+d-x(By+3+¢)+ sz(yf”). (2.42)

2.3 Beschrankungen auf sehr schlanke Stdbe und relativ
niedrige Fregquenzen

2.3%3.]1 Differentialgleichung und Randbedingungen

Aus der Differentialgleichung (2.25) und éen Beziehungen fiir
die Auslenkungen und die Schnittkrédfte erkennt man, da8 infol-
ge des Auftretens von drei Parametern eine allgemeine Darstel-
lung der Verhdltnisse unter Beriicksichtigung der Nebeneinfliisse
sehr kompliziert ist.

Wir wollen uns daher auf sehr schlanke Stdbe (i <K a) beschrén-
ken. Dann wird £ = az/izlb 1, und die Koeffizienten der Diffe-
rentialgleichung (siehe Gleichungen (2.27) bis (2.29) ) gehen
iiber in. :

c. ¥ xf -x'f +2X%p

(0]
e x4 -xb +x2Ae2y) - (2.43)
und Co= 1+ k'{2ﬁ+ 2) .

AuBerdem soll der Parameter x &1 sein, d.h. wir behandeln nur
den Bereich relativ niedriger Frequenzen. Dann reduzieren die

Koeffizienten sich auf

Co = k# ' )
und CE 2 7 '
und es empfiehlt sich,



- 1 -

k= xf ' (2.45)
als neuen Frequenzparameter einzufiihren.

Unter diesen Voraussetzungen erhaltcn wir als Differential-
gleichungen fiir die Tangentialauslenkung v
vi

vie 2V e (4-k)v" + kv = 0. (2.46)

Diese Gleichung beruht also auf der einfachen Biegungsthebrie
ohne Berilicksichtigung von Achsdehnung, Schubverformung und
Rotationstrédgheit. Sie enth#élt als einzigen Parameter den
Frequenzparameter ’ = " A
‘ 4§2 2 Q 2
k=a W = 570, (2.47)
El &L

¢ JE

.die Schallgeschwindigkeit im Stabwerkstoff.

Hierbei bedeutet

Im Giiltigkeitsbereich von Gleichung (2.46) (Frequenzparame-
ter k sehr klein gegeniiber dem Schlankheitsparameter f) ver-
einfachen sich natiirlich auch die Beziehungen filr u,yV und
die Schnittlasten.

Auf Grund der kinematischen Beziehung fir die'Dehnung der

Stabachse
:

£ =3 (v' + u)
gilt fixr den dehnungslosen Kreisbogen
u-_—'—V. (2048)
Aus Gleichung (2.8) folgt fiir die Querschnittsneigung
s =2 (' -v)

und mit Gleichung (2.48) | A |
'\y = - %‘ (V + V" )o ' (2‘49)

Fiir das Biegemoment gilt dann

EI ' I
Mz==vy =- (V+V) ~ (2.50)

und fiir die Querkraft auf Grund von Gleichung (2. 3)

| |
Q- & e .QT(V ") . (2.51)



Die Normalkraft crgibt sich aus den Gleichungen (2.1) und
(2.51) zu
EI , w

\/c.;:— vV +V —kv‘). (2.52)

Nachdem die Beziehungen zwischen der Tangentialverschiebung v
und den anderen mechanischen ZustandsgrdfBen des Stabes aufge-
stellt worden sind, kOnnen nun die Randbedingungen formuliert
werden. Flr jedes Stabende bestehen je nach Lagerungsart drei
Gleichungen fiir je eine der ZustandsgroBfen oder fiir eine Konm-
bination aus ihnen. Je eine von den kinematischen und den
dynamischen GroBen gehdren zu einer Gruppe, und diese Gruppen
sollen in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt werden.

Zusammenstellung der ZustandsgrodBen

Gruppe | kinematische GrdfBen ldynamische GroBen
L Langsverschiebung v Langskiaft N ==£%(vmfvﬂfkv0
T Querverschiebung u = - v' | Querkraft Q =--—-(V tVv )
) ____( +v) B1 ' EL, )
R Neigungswinkel V+V)| Biegemoment M = ~ (v'+v

Die in der ersten Zeile stehenden Zustundsgrtfen kann man als
_longitudinal (L), die in der zweiten Zeile als transversal (T)
und die in der dritten Zeile als rotetorisch (R) bezeichnen.
Bei physikalisch sinnvollen Randbedingungen muB an jedem
Stabende je eine Aussage illber die GroRen aus Gruppe L, T und
R gemacht werden, '
Wiahrend bei den Biegeschwingungen gerader Stdbe nur die Grup-
pen T und R auftreten, besteht beil gekrﬁmmten Stdben infolge
der Kopplung zwischen Ldngs- und Querbewegung eine wesentlich
groBere Anzahl mdglicher Kombinationen von Randbedingungen.

2.3.,2 Lhnlichkeitsbetrachtung

Die leferentlalglelchung eines Modellstabes (Index M)
Vi dvy =
A lﬁ'—”—"('f ky )5 d d((; + Kyvy = 0
d die zugé%orlgen.%andbedingungen
i qn ()(‘PJ) = b (1'42,--» 5‘)

n=0
lassen sich nur dann in die Gleichungen eines anderen Stabes

(Index 0) iberfithren, wenn



)oYy =Y
und 2.) kM = kO
sind. Das bedeutet, dal nur Stébe mit gleichem 6ffnuhgswinkel+_‘

zueinander modelldhnlich schwingen kdnnen. Die Ubereinstimmung
der Frequenzparamster k, und k_ (siehe Gleichung 2.47) 148t

sich durch Wahl der Frequenz, der Stabmessungen oder des Werk-
stoffes immer erreichen. Bei vorgegebenen Werten von a, i und
¢ besteht Modellihnlichkeit bei folgender Wahl des Frequenzs
maBstabes My, : '

s m.m,; : |
©” Tm, | (2.53)
Wy %y '
Hierbei bedeuten m s =Ea—~ y My = z— usw. die MaBstédbe fix
‘0 o

die Frequenz, der Radius der Stabachse usw.

Auperdem miissen zwischen den MeBstében fiir v, L,W( S, M, Q
und N folgende Bedingungen eingehalten werden:

mu“ WV
My
ynﬁ’: Mg
Mg Mg My | | 2.54
My = 2 f2154)
Mg,
2
o

Vergleicht man €ie Bzdingungen fiir die mechanische Khnlich—
keit mit denen bei geraden St&ben, dann kommt bei Kreisbogen-
stdben als wegerntlicher Parameter der Offnungswinkel hinzu.

2.3.3 Losungsfunktionen der Differentialgleibhung,

Die Differentialgleichung
e 2vM e (4-k)v" + kv =0

flir die Lingsverschiebung ist eine gewdhnliche, lineare Diffe-
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, deren Lisungen

+) Der Uffnungswinkel ist der Winkel zwischen den beiden
Endquerschnitten des Stabes (siehe Abb. 1).
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Exponentialfunktionen sind. Geht man mit dem Ansatz

v= Cef? (2.55)
in Gleichung (2.46), dann erh#lt man die charakteristische
Gleichung fliir den Exponenten p. Sie lautet

e 2pts (1=K PP k= 0. O (ase)

Diese Gleichung ist kubisch in P = p° und kann auch in der
Form .

P> + 272 4+ (1-k) P+ k.= 0 T e (2457
geschrieben werden.

Ihre drei Wurzeln konnen mit Hilfe der cardanischen Formeln
exakt angegeben werden. Sie haben die Gr&Se

_ 2
P, = wyU + Wyl - % (2.58)

_ 2
un@ P3 --sz + w1V - %o

Hierbel stellen Wy und Wo die beiden konjugiert komplexen

‘ 7
Werte von 4 , namlich

wy = %(—/I-f-[,y.f)

) N (2.59)
und W2=-2-(—/{'LV—§) '
dar,und U und V sind Abkiirzungen fiir die Ausdriicke
3
Vq+R und V-YQ-Ik A |
j (2.60)

und

U=
mit - 4 _
Q=57
k l k 2 \
Jde nach GroBe des Parameters k konnen zwei von den Wurzeln
(2.58) konjugiert komplex oder reell sein; die dritte ist im-

mer reell. Die Grenzen des Bereichs konjugiert komplexer Wur-
zeln ergeben sich als Losungen der Gleichung

k 2
—7-(-1¢+;k—2)=0. - (2.61)
Die eine Losung k = 0 ist uninteressant; denn negative k-Werte

sind physikalisch unmdglich. Die beiden Losungen de¢ verblei-
benden quadratischen Gleichung '
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7
“Fk+ =0

liefern die gesuchten Grenzwerte
7 ‘/(7_4)4 '

k, =45 -1 =2 0,113401
. 7f 7f ’ (2.62)
und  k, = 43 +WY) ~ ) =17,6366 |

Fir k) < k < k, ist ein Wurzelpaar von Gleichung (2.57) konju-

glert komplex.

Zur zahlenméBigen Auswertung ist die Form (2.58) sehr unprak-
tisch, denn fiir den Pall

27 ( k + ; k - 2) < (7

erscheinen die Wurzeln auch in konjugiert komplexer Form, ob-
wohl sie alle drei reell sind.

Die Verhdltnisse Uiberblickt man am besten anhand der graphi-

schen Losung der Gleichung (2.57). Man schreibt sie in die

Form o ,

| PP+ 1) =k (P=-1) (2.63)
um und stellt die beiden Seiten dieser Gleichung als Funktio- -

nen von P dar (siehe Abb.3).

. Plir alle Werte von k hat die Gerade

y1=k(P-l)

mit dexr kubischen Parabel
Vi

Vo = P (P + 1)2

einen reellen Schnittpunkt (Sl)'mit negativer Abszisse. Zwei
weitere reelle Schnittpunkte treten fiir kleine k-Werte (Bereach
I, siehe oberen Teil von Abb. 3) und fiir geniigend groBe k-
Werte (Bereich III, siehe unteren Teil von Abb. 3) auf. Im
dazwischenliegenden Bereich II sind die zugehdrigen Wurzeln
komplex. Die Bereichsgrenzen sind durch die Werte von k gege-
ben, fiir die die Gerade y, die kubische Parabel y, beriihrt.

Die Wurzeln ,
Pjije = 2P (4= Im-4,m=42,3)

der charakteristischen Gleichung (2.56) sind also je nach
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021
Bereich I ¢ k< 0,113
i fa e
: | ____,//—
yekip-1) 1 P
& :
..0'2
5
Bereich III : k> 17,636 l
l
10 ¢ i
|

Abb. 3

Graphische Losung der charakteristidchen
Gleichung P(P+1)2 = k(P-1)
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GréBe dcs Parameters k von verschiedenem Typ. Sie sollen in
der nachstechenden Tabelle iibersichtlich zusammengestellt wer-
den. o
Losungsbereich T II | III. |
Parameter 0<k<0,113|0,113<k <17,636 | 17,636 <k
Wurzeln P, | reell, neg. |reell, neg. | reell, neg.
von (2.57) P,, Pz |reell, neg. |konj. komplex reell, pos.
Wurzeln P,, | Tein imag.' rein imag. rein imag.
von (2.56) p;,, Ps¢ | rein imag. |konj. komplex reell, pos.
Schreib-  py , = tin, ran, rin,
weise _ + "

7 ~ il f(o(ﬂ/‘) tm,

= L i -
p5,6 - N3 :(0(.-0{4) :”3

Im Falle einer rein imagindren Wurzel wird der Betrag mit n

bezeichnet, im Fall einer komplexen Wurzel der Realteil mit

® und der Imagindrteil mit [ . Die reellen Zahlen n, « und
3 sollen der Kiirze halber "Wellenzahlen" genannt werden.

Der Verlauf dieser Wellenzahlen in Abvhédngigkeit von FPrequenz-
parameter k ist in Abb. 4 dargestellt.

Piir sehr kleine k (Bereich I) und fiir groBe k (Bereich III),
kann man fir dig/Wurzelp p& Naherungsformeln angeben.

1.) Bereich I

Wenn k << 1 ist, -ist auch eine Losung P << 1, und aus Glei-
chung (2.57) folgt dann ndherungsweise

P1= - k. .
Abspalten dieser Niéherungsldsung vom Polynom (2.57) liefert

als Ndherung fiir. die beiden anderen Wurzeln

Po=- (4% )2x) .

Also nehmen filr k —> 0 die Exponenten pj ndherungsweise die

Werte
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il |
L (14 %g) |  (2.64)
((4-1%) i

i

70412
P,

wd : ﬁf,ér =
ar.

(
{+

I+

2.) Bereich III

Dort hat eine LUsung immer héherungsweise die GroBge

und demnach ist ' _
oo = 1 (2.65a)

Abspalten des Faktors (P - 1) vom Polynom (2.57) fiihrt auf
folgende Niherung fiir die beiden anderen Wurzeln Pl und P, s

L 3
P = 2l

Daraus folgt " . V 3
f%z xty VF t 2

v 3
und pJ/‘J"X’f ﬂ_z :

Filr kK =» » ndhern die Exponenten p; sich asympttisch folgen-
} g

den Wexrten:
fﬂz =fi Vl:
P, -+ ¥k (2.66)
Prc =14 |

Dieser Grenzfall hat Jedoch nur mathematischen Charakter; denn
die zugrundeliegende einfache Biegungstheorie gilt nur fiir

niedrige Frequenzen, d.h. fiilr Werte des Frequenzparameters
k << f. Wenn ¥ & £ wird, spielen die Nebeneinfliisse schon

(2.650b)

eine entscheidende Rolle,

Praktisch kann man die Ngherungen (2.66) aber auch fiir k-Werte

mittlerer GroBe verwenden.



- 26 -

In den folgenden Abschnitten 2.3.%.1 bis 2.3.3.5 sollen nun
die Losungsfunktionen der Differentialgleichung (2.46) ange-
geben werden. Entsprechend dem unterschiedlichen Charakter der
Wurzeln der charakteristischen Gleichung werden die ILOsungs-
funktionen (2.55) in den drei Bereichen des Frequenzparameters
durch unterschiedliche reelle Funktionen dargestellt.

Die allgemeine Losung flir v (4? ) ist immer die Linearkombi-
nation aller speziellen Losungsfunktionen.

2.3.3.1 TFrequenzbereich I (0 < k < 0,113)

In diesem Bereich kann man die Wurzeln der charakteristischen

Gleichung in der Form
‘o

Fpjea” =t T (2.67)

schreiben, wobei die n, reelle Zahlen sind. In den Ansatz
(2.55) eingesetzt, liefern sie als Losungsfunktionen

(}'-s 2m-4; M=14,2,3)

\/'m ((/) = A'M Cos 'n'm(f t 8444 Sin M“'(/ (”7:/, 2/;) (2068)
bzw.

Va (¢) = Cm gin %m/q* (’/m) (2.6¢)

mit Cm und 0;1 als freien Konstanten.

2.3.3.2 TPFrequenzbereich II (0,113 <k < 17,636)

Die zu den Wurzeln

&

i ny

I+

(a+ip) (2.70)

und p5’6=1'(0<-£/3)

der charakteristischen Gleichung gehdrenden reellen Idsungs-

funktionen sind

V)= A, cos meg + By sin ng
Va2 /Y) A, elwcosﬁ(/ # B,_ewf.f[ﬂﬁy

v Ay €~°<(/005/3C/ + By e sin by

"

(2.71)

o
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Sie kOnnen auch in der Form

Voyy = Gy sin m ey +0,)

= Coe n(yHh) ¢in @(W(Iﬂ) (2.72)
PR e/‘
und VS(’({) 2 Lyl % (/+ ¢ /;((/‘l"é) .J
geschrieben werden. Ebensogut ist fiir Vo und Vs die Darstellung
" Vo (¢) = s 2;1/'140(((#/2) Cin /5((/+0”L)' f 2 "_{3)
und V3(¢) = CZ [o¢/o(((/+¢3) Sin/g((ﬁ(/g) | -

moglich.

2.3.%.3 Frequenzbereich III (17,636 € k< o0 )

Hier sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

= ¥
Py,p == 1mnp,
.+
und p5’6 - n3 .

Reelle Tosungsfunktionen sind

vug) = A, cos fn,q + B, Sin m.@p

-n 2.75
i = Ae™ B 1
'M$
und 3((/) = ,436 T3¢ B ?
Diesem Fundamentalsystem sind die Funktionen
Voey) = Aycosmeg v B sinmegp,
(2.76)

o) = A, kd mg - B, T n,g
und Vatgy = Ay hod ngq + By T sy
gleichwertig. Man kann v, und v auch zu
Vo ()= C, Tin My (¢+0,)  vaw. Valp) = Cofwg matyfrd,) (2.77)
und V(= Cy Pin 'nzé((i-f?”ﬂ vzw. Vi(y)= K;Mm((/wﬂ;) } -

zusammenfassen. Fiir kX —»a0 gehen die Losungsfunktionen (2.76)
asymptotisch in
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Vg = Ay COSWC{+ B, Siw%(/, |
v (¢) = A, WWC/ v B, %%V o (2.78)
W v Ayt 6, @L/m/(/ ‘

iber.

2.3.5.4 Grenzfall der Frequenzbereiche I und ITI

Fiir den Wert k = 0,1134 hat die Gleichung (2.57) auBer der Wur-
zel P, = - 1,438 die Doppelwurzel P, 3 ® - 0,28076. Piir die
b

Wurzeln der charakteristischen Gleichung (2.56) folgt daraus

— + 3 ~ 1' 3 .
P =_ in,.= X i-1,199
1,2 1 ’ (2.79)

1+

R4

= ;. + .
und p3’4’5’6 i-n, +r 1i-0,5298.

In einem solchen Fall reicht der Exponentialansatz (2.55)
nicht aus, um die volle Zahl der linear unabhingigen Losungen

zu ermitteln. Wenn - eine Doppelwurzel der charakteristischen

Pmq

Gleichung ist, sind

P

v(g)-e undv(cf);cfe

Losungsfunktionen der zugehdrigen Differentialgleichung. Im
vorliegenden Fall erhalten wir als reelle LosungsZunktionen

Vaiy) = A Cosmng + B Sinmy = (y sin meCy+0y)
v (q) = Acosn.q + 8B, 8N = G, Sin Mlyr0,) [ (2:50)
und V(@) = Ay G Cosmygp Baipsinmagp = Co o Sin 71ch{+0”3).

2.3.3.5 Grenzfall der Frequenzbereiche II und IIT

Piir k¥ = 17,636 hat Gleichung (2.57) auBer der negativen Wurzel
Pl eine reelle Doppelwurzel. Die Wurzeln der charakteristi-

schen Gleichung (2.56) sind in diesem Fall

+ + :
=% i, % ¥ i1.2,3583
1,2 1 ’ (2.81)

- o~ +
und p3’4’5’6 S - n2 - 1,33447 )

und das Fundamentalsystem der Differentialgleichung (2.46)
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wird gebildet aus den Funktionen

A

V, () = £, C0S /n ¢ + Bs sinmeg |
~ V'l((/)z A, e y Be i (2.82)
-1, ¢

und V3(?): Agc‘pe%sz + Kjffe

An deren Stelle konnen auch die Funktionen

Ve tpr= C, 0in my(Qr0y),

V, () = C, Taw mal9+0L) vaw. Va(@)= G leof mytgt)) ((2.83)
wnd Vi) = C;({@”M%L“{*ds) bzw., st‘f)“cscf’&’fﬂz%%).j
treten.

B Untexsuchung der kinetischen Biegebeanspruchung

3.1 Allgemeines

Wir erortern jetzt die Beanspruchungsverhiltnisse in einem
Stab, der durch Bewegung seiner Enden zu erzwungenen, harmo-
nischen Schwingungen erregt wird.

Hierbei interessiert hauptsédchlich die Stelle der hochsten
Beanspruchung, d.h. die Stelle des Stabes, an der bei geniigend
groBer Schwingungsamplitude ein Dauerbruch eintritt. Sie soll
mit 4? bezeichnet werden.

Die Biege-Normalspannunv in der Randfaser ist
6'(c()- Mgy, \ (3.1)

wobei e den Abstand der Randfaser vom Querschnittsschwerpunkt
bedeutet. Da der Querschnitt lédngs der Stabachse konstant ist,
ist der Verlauf der Biege-Randspannung bis auf einen konstan-
ten Faktor gleich dem Verlauf des Biegemoments. Wir rechnen
der Einfachheit halber mit einem bezogenen Biegemoment J%

das durch

Vél(q>- qu) - -(v’(({H v (y)) - (3.2)
definiert ist. Wegen u = - v' gilt auch

(///a/): uly+ (,L”a/) (3.3))
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Bei den hier untersuchten Biegeschwingungen ist also die
Summe aus der nullten und der zweiten Ableitung der Radial-
auslenkung die fiir die Beanspruchung maBgebende Grose.

Wie aus den Darlegungen des vorigen Kapitels hervorgeht,
gilt allgemein folgendes:

Die Schwingungsform eines Kreisbogenstabes, dessen Enden
harmonisch b@wegt werden, wird beschrieben durch die Tangen-
tial Auslenkungsfunktlon

\/(({l)— Z A ef?({ 1 (3-4)

3-A
und die Radial-Auslenkungsfunktion
G

U = > 57. NS (3.5)
-

wobei die p.: die Wurzeln der charakiteristischen Gleichung
(2.56) sind. |

Umgekehrt stellt jede Uberlagerung von 6 Funktionen
= A).eﬁ? T “},._ Baeﬁ(f (J:/{"é)

mit beliebigen Faktoren A . baw. Bé , deren pj liber die

J

charakteristische Gleichung zusammenhénger., eine mdgliche
Schwingungsform dar.

Die Biegespannung ist bis auf einen Faktor gegeben durch
die Funktion

Mep= uru' - Zpef’a T e

)4

Demzufolge stellt jede Uberlagerung von 6 Funktionen uﬂ
D? e]”;‘/ deren p/ Narzeln der charakteristischnen Glelchung

sind, eine mogliche Beanspruchungsform dar. Legt man die
Konstanten D? der Biegemomentenfunktion {(3.6) fest, dann
ergibt sich die zugehorige Schwingungsform sofort eindeutig
aus den Gleichungen (3.4) und (3.5), wobei die Konstanten
A, und B. durch die Ausdriicke

7 ¢



D.

A= m—t— 3.7
1 R e
D.
s B; = T (3.8)
¢ /f*rp]

bestimmt sind.

Ausv?q) erhdlt man mit Hilfe der Beziehungen, die in der Ta-
belle auf S.18 zusammengestellt sind, sdmtliche Randbedingun-
gen der zugehdrigen Schwingungsform.

Die Losungsfunktionen fiir das Biegemoment haben je nach GroBe
des Frequenzparameters k verschiedene reelle Form, und zwar
188t sich das Biegemoment ebenso wie die Tangentialverschie-
bung v aus einer Uberlagerung von je drei reellen Funktionen
mit den Koeffizienten D, und Verschiebungswinkeln d; als
freien Konstanten darstellen. Diese Funktionen werden in der
folgenden Tabelle noch einmal ibersichtlich zusammengestellt.

Zusammenstellung der Losungsfunktionen fiir das

Biegemoment
verodon | oMby A, s
: cosm,(q+0f)|  cos My (q+0L) cos My (q,»oﬁ) (3.10)
II cos my (Y+04) zimwg)sm/&zmp {ofallp+;) sin fly +05) (3.12)

T wyrd;) | @ T mytgnd)
TI/III .| coC Malgtoy) bzw., . bazw. (3.13)

hof mlprd) | g Lf motyrs)

| TW’”:./(/H/;) T ’723((./1'0/3)
III C0S My ly+dy) bzw. bzw. (3.14)

L myq+dl) | Lof malyr0y)
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Die allgemeine L&sung fiir A”(?) ist immer
3 ,
H1gsz 2, Do .. (3.9)
m=A ‘

Pir die\folgenden Abschnitte werden noch einige kurze Bezeich-
nungen eingefiihrt. '

Ein relatives Extremum (z.B. relatives Maximum) einer Funktion
liegt an einer Stelle vor, an der die erste Ableitung dieser

Funktion verschwindet und die erste von Null verschiedene
Ableitung von gerader Ordnung ist.

Unter dem absoluten Maximum in einem bestimmten Intervall wird
der groBte Wert einer Funktion in dem betrachteten Intervall
verstanden. Das absolute Maximum von uﬂly}soll mit JQ bezeich-
net werden.

Die Funktionen
M= %Mozc( sin By
und Vﬂ = W"((/ S“”/‘S(f :

sollen ebenso wie die Funktionen

A = ‘ew.ﬂ'n/ly
und M= 6’-“75“7/‘(/

‘"quasiharmonisch" genannt werden.

Die reellen Zahlen ny, xund B8 (vgl. die Tabelle auf S.24)
sollen einfachheitshalber immer als "Wellenzahlen'" bezeichnet
werden, ,auch wenn die zugehtrigen Funktionen nicht periodisch
sind.

3.2. Aussagen iiber aie Verteilung der Biegespannung lings
" der Stabachse bei harmonischer Bewegung der Stabenden

Auf Grund der Eigenschaften der oben zusammengestellten Biege-~
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momentenfunktionen lassen sich nun einige allgemeine Aussagen
Uber die Verteilung der kinetischen Beanspruchung langs der
Stabachse machen. Diese Aussagen werden im folgenden zunichst
zusammengestellt und anschlieBend im einzelnen bewiesen. Die
Reihenfolge entspricht dem Fortschreiten vom allgemeinsten
Fall (sechs wesentliche Konstanten frei) zu immer spezielleren
F&llen. '

Samtliche Aussagen beziehen sich auf harmonisch schwingende
Stdbe mit beliebig vorgegebenem Offnungswinkel P s 2m.
Fall a: S&mtliche 6 Randbedingungen und die Frequenz frei
wdhlbar.
Dann gilt:
Satz 1: Ist<73 eine beliebige Stelle eines Stabes,
dann 1&d8t sich die Bewegung der Stabenden auf
o0 viele Arten so wihlen, dafBl das groBte Bie-
gemoment bei ¢Pg auftritt. Bei Uverveanspru-
chung wird der Stab also bei (g brechen.

Fall b: Frequenz vorgegeben, sdmtliche Randbedingungen frei

widhlbar. Frequenzparameter k < 108.

Dann gelten:

Satz 2: Ist (g eine Dbeliebige Stelle eines Stabes
und liegt der Frequenzparameter zwischen den
Werten kX = O und k = 48, dann 128t sich die
Bewegung der Stabenden auf « viele Arten so
einrichten, daB das groBte Biegemoment bei
7”?8 auftritt.

Satz %: Ist der Frequenzparameter k > 58, lann kann
ein Bruch nicht mehr an jeder beliebigen
Stelle des Staves eintreten, sondern nur
innerhalb zweier Randzonen der GréSe A¢ ein-
schlieBlich beider Stabenden. Fix Acf gilt

T
Adg < 354
wobei die von k abhingige Grofe n, die Wellen-

zahl der trigonometrischen Losungsfunktion ist.

Satz 4: Wenn das Produkt aus der Bogenlidnge 1 eines
Stabes und der Wuvrzel aus der Frequenz kleiner



Satz 5:

- Bl o

als ein bestimmter Wert ist, ndmlich
=

. EL
[ Voo < 57lci =57’}/FF,

dann kdnnen die Randbedingungen stets auf oo
viele Arten so gewdhlt werden, daB ein Bruch
an einer beliebig vorgegebenen Stelle(?a
eintritt.

Hierbei bedeuten c =VE/g und i = f1/F .

Ist das Produkt aus der Bogenlinge 1 eines
Stabes und der Wurzel aus der Frequenz groéBex
als ein bestimmter Wert, ndmlich

[V > v KT - Gn [EE

dann konnen die Randbedingungen auf keine
Weise so eingerichtet werden, daB ein Bruch

an einexr beliebigen Stelle des Stabes eintritt.
Briiche sind nur innerhalb zweier Randzonen
oder an den Stabenden selbst moglich.

Fiir Werte von 1)gj , die zwischen 'S fei und
67 fci. liegen, hiéngt es von der GroBe des

'Frequenzparameters k ab, ob die erwdhnten Rand-

zonen die gesemte Stablidnge {iberdecken.
\

Fall c: S@mtliche Randbedingungen vorgegeben, aber beliebig.
Dann gil%:

Fall d:

Satz 6:

Die Stelle der hochsten Beanspruchung konver-
giert mit wachsender Frequenz entweder gegen
ein Stabende oder alternierend gegen beide,
oder sie liegt immer an einem Stabende.

Ein Stabende frei (d.h. verschwindende Schnittlasten
vorgeschrieben), Randbedingungen em anderen Ende und

Frequenz frei wihlbar.

Dann gilt:
Satz T: Ist Pz eine beliebige Stelle eines Stabes, die

nicht mit dem freien Ende zusammenfdllt, dann



Pall e:

Fall f:
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148t sich die Bewegung der Stabenden auf oo
viele Arten so angeben, dafB der Stab an der
Stelle CfB’ bricht.

Ein Stabende frei, Frequenz vorgegeben, Randbedingun-
gen am anderen Ende frei wiihlbar. '

Vg 2Up und QVE bezeichnen die kinematischen Zustands-
groBen am Einspannende.

Unter den Bedingungen e) gelten:
Satz 8: Es gibt fiir jede Anregungsfrequenz oo viele

E
Beanspruchung an der Einspannstelle hervor-

Verhdltnisse v, : up ¢ HVE’ die die groBte

rufen.

Satz 9: 1Ist @R irgend ein beliebiger Stabpunkt, so
gibt es fir jede Anrevungsfrequenz o0 viele
Verhdltnisse vy : ug 2 &% bei denen die
Stelle fp spannungsfrei bleibt, so daB auch.bei
Uberveanspruchung dort kein Bruch auftritt.

Ein Stabende frei, Randbedingungen am anderen Ende

(¢ =¢cg) vorgegeben.

Dann gelten:

Satz 10: Sind die Randbedingungen bei Ye bis auf einen
gemeinsamen Faktor festgelegt, so kann auch
bei beliebig wi&hlbarer Frequenz ein Bruch
nicht mehr an jeder beliebigen Stelle, sondern
nur innerhalb gewisser Bereiche des Stabes
erzeugt werden.

Diese Bereiche hingen von der Anregungsart und
vom Offnungswinkel ab.

Satz 1l: Sind die Randbedingungen bei Pe bis auf
einen gemeinsamen Faktor festgelegt, dann gibt
es o0 viele diskrete Anregungsfrequenzen, bei
denen die Biegespannungen an einer beliebig
vorgegeﬁenen Stelle des Stabes verschwinden.
Auch bei Uverbeanspruchung wird der Stab dort
nicht zu Bruch gehen. '
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5.3 Beweis von Satz 1

Zum Beweis von Satz 1 geniligt es, den Frequenzpérameter k aus
dem Bereich I zu wdhlen. Dort ist die Momentenfunktion eine
Uberlagerung der drei unter (3.10) genannien Punktionen. '
Wdhlt man nun k so klein, da8 nz< 0,5 ist (siehe Abb.4) und
setzt Dl = D2 = 0, dann liegt die Beanspruchungsfunktion

Mep)= Dy My ) = cos ny(§+05)

vor, deren halbe Wellenlénge groBer als 2y ist. Diese hat in
einem Intervall der Lénge;ﬂq’=2v'hbchstens einen relativen
Extremwert, der dort zugleich betragsmédBig ihr absolutes
Maximum ist. Man braucht also nur

/3= - Yg

zu machen, dann £&11t =/6{3(~o’}) auf die vorgegebene Stelle CfB'

3.4 Beweis der Sdtze 2 bis 6

. Der Beweis von Satz.2 mufB in den‘3 Frequenzbereichen getrennt
gefilhrt werden. Aus der Untersuchung der Verh&Zlitnisse im Be-
reich III ergeben sich dann gleichzeitig die S&tze 3 bis 6.

3.4.1 Bereich I

Zuerst soll gezeigt werden, daf es bei irgendeiner vorgege-
benen Frequenz aus dem Bereich I immer mbglich ist, das abso-
lute Beanspruchungsmaximum durch geeignete Wahl der in (3.6)
enthaltenen Konstanten auf eine beliebig vorgegebene Stelle
zu legen. Dazu genligt es, die Funktion

My = cos myged) + cos my (¢10')

zu benutzen. Nach den Additionstheoremen gilt ja
My @) = 2-cos rh)(guo")-cos N, ((/’r(’/')

mlt 774 = 2
- N,-MN
und ng = —'_Z_——é

2
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Die Wellenzahlen ﬁl und Hz hahen den in Abb.S5 gezeigten Ver-
lauf, wenn der Frequenzparcneter k den Bereich I durchlguft.

x|

0 Qo5 o
Abb. 5

Tiir alle k>0 ist Hé < 0,5, so daB dexr Abstand zweier Extrem-
werte der Funktion

cos 7, (¢+d’)
immer groBer als 27 ist. Das bei.q"J\gelegene relative Naxi-
mum von ¢ﬂ* ist daher in dem Intervall
- £ g+d ST
zugleich das absolute Maximum_vonlu«+l . Um bei einem Stab

vom Offnungswinkel q@_siv'das absolute Beanspruchungsmaximum .
auf die Stelle 9Q3 zu legen, braucht man also nur

0/7“"-((5

Zzu machen.

%.4.2 Bereich II

In diesem Frequenzbereich lassen sich alle'mbglichen Beanspru-
chungsverlédufe durch Linearkombination der drei unter (3.12)
zusammengestellten Funktionen (siehe Tabelle S.31) darstellen.

In Abb.6 ist der typische Verlauf der Funktionen
My t)< Tim g sinfoy
und (/{{5 (¢) = 5&/ ol(f Sin ﬂ(]ﬂ

skizziert.
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hM Ay
/l(z(‘f)
Pl
0
M
Abb. 6

"/(2 ist eine gerade Funktion und berilhrt bei ?= 0 die ‘ﬂ-
Achse. Die Nulldurchginge liegen bei

- . ‘
(/027':7/7; 5 {]=4;Z;3/"‘ )
Filr die Stellen der zwischen 2 Nulldurchgéngen gelegenen Ex-
tremwerte gilt ndherungsweise

%xuz,}ﬁ /f(-arcty g l‘/ﬂ)

Mit wachsendem Frequenzparameter k nimmt der Abstand

A(/ : (/0.2,}; = ?M‘frz,,}‘ = /:SI' “"’f9£

! -
D 75159 = 962 auf /—-ggﬂo,'ﬂ.é% ab.

Das Verh#ltnis zweier aufeinanderfolgender Extremwerte von./ﬂ
ist angenghert '
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,43 ist eine ungerade Funktion und schneidet bei 9&: 0 die ¢ -
Achse mit der Steigung B. Die Nulldurchginge von u@B liegen
exakt, die Extremwerte ngherungsweise an denselben Stellen wie
die von‘/ééz.'Fiir geniligend groBe 70-— Werte (etwa l(fl >7T;r- ) ver-
léuft[¢“3{ praktisch genau so wie]dﬁél(siehe Abb.6).

Es so0ll nun gezeigt werden, daB es fiir jeden Frequenzparameter
k aus dem Bereich II moglich ist, bei Stidben mit Offnungs-
winkeln bis <7€= 2m den Bruch an eine beliebig vorgegebene
Stelle 4@ zu legen.

Zu diesem Zweck geniigt es, eine Beanspruchungsfunktion /4 zu
konstruieren, die in einem Intervall der Lénge Aq@“:>3v ein
absolutes Maximum 4/ besitzt, dus um Aq;>ﬂ' von dem einen Rand
und um A9%>27 vom anderen Rand des Intervalls entfernt ist.
Eine solche Funktion ist zur Veranschaulichung in Abb.7 skiz-

\ / _
"\J |

——A ¢, ,—»«Acp,—r—'
- DGgus >

ziert.

Wenn 4 im Argument einen willkiirlich widhlbaren Verschiebungs-
winkel oA enthdlt, kann man diese Funktion gegeniiber einem
Stabintervall der Lénge A%‘,Siv so verschieben, daB das absolute
Maximum an jeder Stelle der rechten H&8lfte des Stabintervalls.
liegen kann. Da die Stabenden vertauschbar sind, gilt dies
dann auch filir das gesamte Stabintervall.

Es erweist sich als zweckmidBig, den Frequenzbereich ITI in
drei Unterabschnitte aufzuteilen. Filir jeden dieser Unterab-
schnitte 188t sich dann eine Beanspruchungsfunktion mit den
eben genannten Eigenschaften angeben.

Wir wollen nun den Abstand zwischen zwei Nullstellen der trigo-
nometrischen Funktion M%4 mit



und den Abstand zwischen zwei Nullstellen dexr quaSiharmonlschen
Funktion qu bzw. ¢43 mit

(0

Iy =3~
bezeichnen. Die erwdhnten Unterbereiche ergeben sich dann da-
durch, daf in ihnen das Verh#ltnis 12/ L, = nl/B innerhalb
bestimmter Grenzen liegt. LZ/ I, kann im Freguenzbereich II
Werte zwischen 2.26 und oo annehmen. Der Verlauf dieses Ver-
hidltnisses als Funktion des Frequenzparameters k ist in Abb.8
aufgetragen, und es sind dort gleichzeitig die Grenzen der
gewdhlten Unterbereiche eingezeichnet. |

1.) Unterbereich II/1 (0,1134 £ k £ 0,6018)

Dieser Bereich wird so gewdhlt, dag _
L, £2,6 I; | (3.15)

ist. Aus dieser Forderung ergeben sich die oben angegebenen
Grenzen fir k. Durch Uberlagerung von /%& und ”%2 bilden wir
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die Momentenfunktion _
My = My = Dy My = cos matyrds) = D, Gawwegsd, Jsin S lprol) - (5.16)

wobei d% willkiirlich ist und die Konstanten D, und 0y so be-
stimmt werden, wie es im folgenden erklirt wird.

In Abb.9 sind Aﬁ und DzA%z skizziert; die Differenzkurve Azy
ist dort durch senkrechte Schraffur angedeutet. Entsprechend
dieser Abbildung soll durch geeignete Wahl von o) - ¢} die Funk-
tionyﬂl gegenﬁber,ﬂz so verschoben werden, dafl das mit./zm“x
bezeichnete 1relative Maximum der trigonometrischen Funktion
um einen kleinen Betrég links vom Nulldurchgang vonnﬂ% liegt.
Die Konstante D2 soll so gewdhlt werden, daB die Differenz-
funktion.ﬂ4 an der in Abb.9 mit(fOl bezeichneten Nullstelle
von n%l den Wert A%4 (701) = - 1 annimmt, d.h., D, soll die
GroBe 1

D, = ——

2 Myte)

2

habven.

A
Aus Abb.9 ersieht man nun anschaulich, daB8 der mit /4 bezeich-
nete Funktionswert von,%4 innerhalb eines Intervalls der Iinge

Aq}“ = Aqt"l’ A?( ‘
dem Betrage nach das absolute Meximum von [M 4] darstellt.
Der Abstand von.ﬁ bis zur linken Grenze des betrachteten Inter-

valls betrégt

)

T
Aﬁﬂl ~ 3,5 n’,‘;
der bis zur rechten Grenze
~ s
A(/, % 2,5474 ;
Da innerhalb des Unterbereichs II/1 die Wellenzahl n,<1,4 ist
(siehe Abb.8), haben die angegebenen Abstdnde mindestens die
GroBRe
A?ﬂ[ 2,5 T > 2w
bzw. 'A(/f '//43”— 7 7/’)

und es ist ersichtlich, daB-ﬂ% eine Beanspruchungsfunktion mit
den gewiinschten Tigenschaften ist; denn durch Variation von oﬁ
148t sich My léngs der ¢ - Achse beliebig verschieben.

"
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2.) Unterbereich II/2 (0,6018<k <4,729)

Dieser Bereich wird durch die Bedingung
2,6 I, £ L, % 4 1, (3.17)
abgegrenzt.

Hier tiberlagern wir ., mit AZ3 und konstruieren die Momenten-
funktion

M= My - Dy My = cos my(y10) = Dy hofa oy 1+05) 5’in/@ (1) (3.18)

mit willkiirlichem Verschiebungswinkel yg. Die.Bestimmung der
Konstanten D3 und d&,wird anschlieBend anhand der Abbildungen
10 und 11 erklirt.

In diesen Abbildungen sind jeweils . und 133%13' dargestellt,
in Abb.10 fiir einen k - Wert an der unteren Grenze des Be-
reichs II/2 (d.h. L,% 2,6 T;) und in Abb.1l fiir einen Fall
an der oberen Grenze dieses Bereichs (d.h. 12’v4 L ). Hierbei
soll J%l gegeniiber D uﬂ wieder so verschoben seln, daB das
Max1mum.ﬂbnmxkurz vor den Nulldurchgang von 4%3 £811t, uwnd
die Konstante D3 soll so gewdhlt werden, daB M- an der mit
C(Ol bezeichneten Nullstzlle von le den Wert MES (?bl) =1
annimmt. '

Der Unterbereich II/2 wurde so gewidhlt, daB in ihm L2>-2 ! I
ist. Dann 1st némlich in Abb.10 die Stelle ? des relativen
Extremums A% weiter vom Ursprung der quasiharmonischen Funktion
A%3 entfernt als die Stelle ¢%5 des mlty45n‘ bezelchneten Maxi-
mums, und der Fun&ulonswert von AY an der Stelle qv ist be-
tragsmidBig groBer als derjenige an der Stelle Pras o Demnach
ist auch =

|| > [ Mg | )
Aus den Diagrammen 10 und 1l ersieht man nun anschaulich, dag8|ul]|
das absolute Maximum von M(sl im Intervall Acm,fA(/,*A(f; ist,

und daB 471025%

ist. Wie aus Abb.8 ers 1cntllcn ist, nimmt die Wellenzahl n,
im Bereich II/2 hochstens den Wert n, = 1,86 an. Infolgedessen
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haben die Abstinde 4¢, und ¢, mindestens die Grofe
A%, = 4341 >T
und Ay, = 24271 > 27,
Auf Grund der Uberlegungen auf S.3%9 Mitte ist damit gezeigt,

daB auch im Bereich II/2 jede Stelle eines Stabes mit einem
Offnungswinkel ?EQZW’zu: Bruchstelle gemacht werden kann.

3.) Unterbereich II/3 (4,729 ¢k <17,636)

Flir Frequenzen aus diesem Bereich gilt

Hier kOnnen wir dieselbe Momentenfunktion uzs (?) wie im -
‘Unterbereich II/2 verwenden. Jetzt ist jedoch der Abstand
von.? bis zum linken Rand desjenigen Intervalls, in‘demLAzl
das absolute Maximum ist, um 2 L, groBer als im Bereich II1/2.

'Il" I B "‘Il max I

Al - VTAI 4
S VARVIVAL ™ i
. 65T | _g‘_s_rr___l‘

A% n{ A?(- nl
‘ Abb. 12
Aus Abb.1l2 ersieht man, dag
T
ZXYQ“'QG—jL
ist, und da im Bereich II/3
ny< 2,35
ist, gilt | A?ﬂ‘ 22,761 . > 2%
und Aﬁﬂfé 1,067 > T .

Damit ist fiilr den gesamten Frequenébereich IT bewiesen, daB
bei jeder vorgegeﬁenen Frequenz die Randbedingungen so einge-
richtet werden konnen, daB ein Bruch an jeder Stelle eines
Stabes mit einem Offnungswinkel Yeélﬂr erzeugt werden kann.
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3.4.3 Bereich IIT

Mit wachsender TFrequenz wird die Wellenlidnge der trigondmetr@
schen Losungsfunkticn ﬂ%l (siehe Gleichungen (3.14) immer
kiirzer, wihrend die beiden hyperbolischen Losungsfunktionen
zu einem oder zu beiden Enden des Stabintervalls hin stark
ansteigen. Wenn geniigend viele Perioden von ¢%1 auf die Stab-
ldnge entfallen, sind die relativen Extrema in der Ndhe eines
oder beider Stabenden betragsmédBig immer groBer zls die in
der Stabmitte. Dabei wollen wir von dem Fall absehen, daB8 der
Momentenverlauf einzig und allein durch V%l dargestellt wird,
weil dann an mehreren Punkten des Stabes gleich hohe Bean-
spruchungen herrschen.

Wird eine Anregungsfrequenz aus dem Bereich III vorgegeben,
dann ist es filir einen Stab mit einem beliebig vorgegebenen
Offnungswinkel im allgemeinen nicht mdglich, die harmonische
Bewegung der Stabenden so einzurichten, daf ein Bruch an
einer beliebig vorgegebenen Stelle ¢ eintritt. Vielmehr
konnen Briiche nur innerhalb gewisser Randbereiche auftreten,
die von beiden Stabenden ausgehen.

Um anzugeben, wie grof die erwdhnten Winkelbereiche hochstens
sein konnen, wollen wir eine Beanspruchungsfunktion konstru-
ieren, deren absolutes Maximum moglichst weit vom Ende des
Stabintervalls entfernt ist.

Im Frequenzbereich III stenhen dazu dié trigonometrische Funk-
- //f[l = cos n ((/fo'})
und die Exponentialfunktionen

M = emf/’y%‘e-m?,vageww und M: C—MJ(f
zur Verfiligung. Wenn das absolute Maximum einer ILinearkombina-
tion dieser Funktionen msglichst weit vom Rand des betrachte-
ten Intervalls entfernt sein soll, miissen die Koeffizienten
der Exponentialfunktionsn sehr klein gemacht werden. Dann
machen sich die ansteigenden Funktionen erst bei groflen
Argumentwerten bemerkbar, widhrend die abklingenden Funktionen
dort praktisch Null sind. In der NZhe des rechten Randes eines
geniigend langen Intervalls spielen also aufler ALa() nur

Motpr= ™€ and Myt = e
eine Rolle.
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Wenn ”%l mit einer monoton ansteigenden Funktion ohne Vor-

zeichenwechsel superponiert wird - wie es in Abb.l1l3 skizziert
ist -, ist der Abstand vom groBten relativen Extremum AQ bis
zum rechten Rand desjenigen Intervalls, in dem_A%f dem Betrage
nach das absolute Maximum darstellt, immer kleiner als 2%T/hl.

e, | —
LT W

% ' M4
LFAY‘: {——1 |

Abb. 13

Der eben erwdhnte Abstand kann jedoch vergroBert werden, wenn
man, AY mit einexr Funktion V% Uberlagert, die aus M% __6%17
und yﬂ3 7h?so gebildet w1rc, daB sie einen Vorzelchenwech—
sel hat. Dlese Funktion lautet

2 ‘n »
M) = Ds e ™Y- Ds < 4 ) (3.20)

wobei die zunZchst noch willkilirlichen Koeff1z1enten D2 und D3

gleiches Vorzeichen haben milssen, wenn n2)»n3 ist. Dies ist
nach Abb.4 der Fall.

Um zu zeigen, daB man die Funktion 424 durch geeignete Wahl
der Koeffizienten D2 und D3 ldngs derx 97— Achse beliebig ver-
schieben kann, échreiben wir sie unter Benutzung der Abkilirzun

gen 0/'
3 -3 d D memady (3.21)
D=0 ¢ . e C = 2,

in die Form

Moz D, ( Ce

um, in der jetzt D4 und dl als willkiirlich wZhlbare Konstan-

2 0/.) N, (0 "'"0‘) 77 -
ngeos) ‘/ U.’J)w/{fr (3.22)

ten auftreten.

Wir wollen zunichst die wichtigsten Merkmale der Funktion AZ4

kurz diskutieren, wobei 0@ = 0 gesetzt werden soll. Ihr
typischer Verlauf ist in Abb.1l4 skizziert.
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Abb. 14
vﬂqhat einen Nulldurchgang beil
4 ' '
?a.:_ __yl_g._. ' (3023)
,)71-%3 /
ein relatives Minimum bei '
S S =2 | (3.24)
sﬂﬂhn M M; (41’1 C'f /Vl 143) P

einen Wendepunkt bei
“t N,
- : e .2
Gwe e (z{uﬁ'Zén,m) ) (3.25)

und (A4, | ndhert sich fiir ¢>-@ monoton fallend dem Wert Null.

Der Abstand L4 zwischen dem Nulldurchgang und dem Minimum ist
ebenso groB wie der Abstand L,p 2wischen dem Ninimum und dem

Wendepunkt und betridgt
Ny
y in s (3.26)
V oco -gn. =
4 ?0 ¢"llﬂ 41,_-773
Durch {berlagerung von Aﬂ undgal konstruieren wir nun die

Biegemomentenfunktion
2 f/) I( 6”
J{ //(4 M¢,= cos n,(;h(/}) m[c et i "37* "_] (3.27)

wobei die Konstanten D4 und 0} so bestimmt werden sollen, wie
es weiter unten anhand von Abb.l6 beschrieben wird.

Fiir die Gestalt dieser Tunktion ist das VerhZlinis von 14

(siehe Gleichung (3.26) ) zum Abstand

zwischen zwei Nullstellen der trigonometrischen Funktion von
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Bedeutung. Die Grsge vorn
’ n, An g
e PR ] 3 (3.29)
L{ T ’n;* ”3

ist in Abb.l5 {ilber dem Frequenzparameter aufgetragen. Fiir

groBe Verte von k gilt auf Grund von Gleichung (2.66) nihe-

rungsweise
Ly _ 3k Luik
; - [ (3-30)
L™ k-4
und L A k
lim £ = 2% -
b0 o | (3«F1)
Aus Abb.15 ersieht man,. deB Fiir k'<108
I, < 1,5 1, (3.32)

Abb. 15

Wir wollen nun durch Superposition von AX und Aﬂ4 gemaB
Gleichung (3.27) einen Momentenverlauf konstruieren, dessen
absolutes Maximum moglichst weit vom rechten Rand des betrach-
teten Intervalls entfernt liegt.
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Abb. 16

Dieser Fall ist in Abv.16 skizziert, wo die Differenzfunktion
durch senkrechte Schraffur hervorgehoben ist.. Hier wurde durch
geeignete Wahl von d,’,—o"., die trigonometrische Funktion gegen-
iber M, so verschoben, da3 ihr mit 4,,;, dezeichnetes Minimum
etwas links von der Nullstelle ¢, von o, liegt und die Uber-
lagerungsfunktion y«s an der Stelle (/,, ein relatives Minimum
vom Betrage ,{(5(%9)= 1 hat. Gleichzeitig wurde die Konstante
D, in Gleichung (3.27) so gewdhlt, daB .«(45 an der ‘Stelle ¢p

Wert Mi(%m-—- 1 annimmt, d.h. es ist

Ay Yra)
Dq,'

M‘f‘((/l(aml)
Setzen wir weitgrhin

(3.33)

L, < 1,5 I; (35.34)

voraus, dann erkennt man aus dem Kurvenverlauf in Abb.l6 an-
A

schaulich, daB8 das mit M bvezeichnete relative Maximum der

groBte Funktionswert von [My| £lir alle ¢ < (g, i5t.

Es ist nicht moglich, den Abstand A‘f:(/km( -c; gleich oder

groBer als _
-

Ag,= 3l,= 37, (3.35)
zu machen. Denn je ndher A? an den Wert 4¢, kommen soll, desto
‘kleiner mu8 D4 gemacht w~3rden, bis schlieBlich /{5 mit der
trigonometrischen Funktion M, identisch wird und alle
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relativen Extrems gleiche Betridge haben.

Solange der Frequenzparameter x <10° und damit L4 < 1,5 I,
ist, ist die obere Grenze flir den Abstand Asﬂ durch

' T

—4%‘ A  (3.36)

gegeben, wobei € eine kleine GroBe darstellen soll. Als erreich-
baren Wert kann man z.B.

bg, = 395, (3.37)

angeben.

Die so konstruierts Momentenfunktion kann man nur durch Variation
des Winkels ¢, (in Gleichung (3.27)) gegeniiber einem Stabinter-
vall so verschieben, daB das absolute Beanspruchungsmaximum

Jz an jeder Stelle innerhalb eines Bereiches.Aqg (Gleichung
(3.36)) vom rechten Stabende aus liegen kann.

De die Stabenden vertauschbar sind, ergeben sich unter der
Voraussetzung (3.34) hieraus die folgenden Aussagen:

a) Bei vorgegebener Frequenz ist es mdglich, die Rand-
bedingungen so zu wahlen, daB8 die groBte Beanspruchung
‘an jeder beliebigen Stelle innerhalb zweier Randzonen
der GroBe 4¢s=294 von beiden Stabenden aus auftritt.
Weiter als 4p =37 kann die Stelle der maximalen
Beanspruchung vom Stabende nicht entfernt sein.

Auf Grund der Abhéngigkeit der Wellenzahl n, vom
Frequenzparameter k (siehe Abb.4) kann man auch an-
geben,zféi welchen Werten von k die Winkelbereiche
8¢y  zw.. A?,, gerade die GrdBe T annehmen und
die oben erwéhnten Randzonen somit das maximale
Stabintervall i{iberdecken. Fiir k < 48 ist n1<'2,9,

und fiir k »58 ist nl>3. Daher gilt auf Grund von Aus-
sage a) auch folgendes:

b) Piir Frequenzparameter unterhalb k = 48 kann bei Stidben
mit beliebigem Offnungswinkel ¢, £27 ein Bruch an
jeder Stabstelle auftreten. Bei Frequenzparametern
oberhalb k = 58 konnen Briiche nur innerhalb zweier
Randzonen auftreten, deren GroBe mit wachsender Fre-

quenz abnimmt.
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c) Bei veorgagebener F”equenz kann bei Stiben vom Offnungs-

d)

winkel
%e < 28¢5 = 58 7 (3.38)

ein Bruch an jeder beliebigen Stelle des Stabes
erzeugt werden, ‘

Durch eine Abschiétzung konnen wir in Gleichung (3.38)
zundchst nq durch k ersetzen.

Da im gesamten Bereich IIT (siehe Abb.4)

nq < 1,15 'V— " (3-39)

ist, gilt Aussage c¢) auch fiir
58T KON
< . e
e “dsye =297 &
bzw,. fiir

- I v
?E<5{f£ ’  (3.40)

denn wir ersetzen ZASYS durch immer kleinere Aus-
driicke, '

Weiterhin konnen wir nun k durch die Anregungsfrequenz
und die Daten des Stabes ausdriicken. Setzen wir

ot 2
k‘=z;zz W S (3.41)
in die Bedingung (3.40) ein, dann geht sie ilber in
ac(EVZ)—< 571';[6—: . (3.42)

Bei Stdben vom Offnungswinkel _
T
Ye 2 2A§”4 =6 n, (3.43)

ist es durch keine Randbedingung modglich, einen Bruch
an jeder beliebigen Stelle zu erzeugen.

Da im gesamten Frequenzbereich III
o , .
70>k | (5.44)
ist (vgl. (3.65)), gllt derselbe ‘Satz auch fur :

> G & ,'/‘ | (3.45)
und mit (3.41) geht Bedingung (3.45) iiber in -

acfgl/'— >er il ' (3.46)

Heinrich Hertz-
institut



- 52 =

Damit sind die SZEtze 2 bis 5 fir k< 108 bewiesen.

Nur wenn k> 10° ist, ist das in Gleichung (3.29) definierte

Verhdltnis L4/L1 » 1,5, und zwar ist nach Abb.1l5

L
1,5<-I:‘i~< 2,5 fir 108

5 < k< 1012, O (3.47)

In diesem Falle kann in Abb.1l6 das bei ¢, gelegenen relative
Extremum dem Betrage nach groBer sein als df und damit»fﬁr
¢ < Yrang 188 absolute Maximun vonlyagldarstellen. Man entnimmt
aus der Abb.l6, dal der Abstand

895 % Ceant = Vs (3.48)
hochstens die Grofe : .
T _
do,= 55, - ¢ ' (3.49)
haben kann. Dann konnen Briiche also in einer Randzone der
GroBe A?% auftreten.

Dieser Fall tritt aber erst fiir verhéltnismésig groBe Werte
des Frequenzparameters ein. Wenn die hier zugrundeliegende
einfache Biegetheorie Gliltigkeit haben so0ll, muB auf Grund der
Bedingung k << £ (siehe S$.15) der Stab extrem schlank sein. Es
mud ndmlich das Verhdltnis des Kriimmungsradius a zum Trédgheits-
radius i des Querschnitts in der GroBenordnung

g <10 |
liegen. Solche F&dlle haben aber keine praktische Bedeutung.
Bei wirklichen St&dben konnen wir uns also auf den Bereich
k <10° beschrinkén, in dem die in den Sétzen 2 bis 5 niederge-
legten Beziehungen gelten.

Satz 6 ist eine Folge der Aussage, daB (fiir k< 108) Dauer-
briiche nur innerhalb zweier Randzonen der Breite A({<3;E‘ einschlieBl.
beider Stabenden auftreten konnen; denn n4 steigt mit wach-

sender Frequenz monoton an. In welcher Weise die Stelle der
hochsten Beanspruchung von der Frequenz abhéngt, richtet sich

nach den vorgegebenen Randbedingungea und nach dem Offnungs-
winkel des Stabes. Aber die Randzonen, in denen diese Stelle

liegen kann, verengen sich mit wachsender Frequenz immer mehr.

Je nach den Lagerungsbedingungen kann die Bruchstelle.natiirlich
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auch flr alle Freguenzen an einem Staocende liegen, wenn ndmlich
die hyperbtolischeis Anteile der Beanspruchungsform gegeniiber

dem trigonometrischen Aanteil immer geniligend grof sind.

3,5 _Beanspruchungsiunktionen einseitig freier Stébe

Wir gehen nun Uber zu dem Fall, dal3 ein Stabende frei ist. An .
diesem Stabends miissen Blegemoment, Querkraft und Normalkraft
verschwinden. Durch diese drei Bedingungen werden von den 6
freien Konstarten der allgemeinen Losung drei festgelegt.

Alle mdglichen Beanspruchungsformen eines einseitig freien
Stabes ergeben sich dann aus der Uberlagerung von drei Funk-
tionen mit je einem beliebigen Faktor. '

Es sollen nun zundchst dlese drei FTunktionen fiir die einzel—

nen Frequenzbeleiche angegeben werden.

Wir legen das freie Stabende immer auf den Ursprung ( ¢ = 0).
Dann nehmen die Randbedingungen die Form

M 10) = ‘;f (wl0)+u"(0) =0,
Q (0) % (u'(0) +u"(0)) = 0 (3.50)
ana N (0) < EL (g0l +u™(0) - ku(0))= 0
(07

i

an. Fir das bezogene Biegemoment J{ lauten sie

M (0)= 0,

M (01 =0 (3.51)
und M0~ kul0). | |

%3.5.1 Bereich I

Die Punktionen der allgemeinen Losung lauten filir die Radial-

auslenkung
(@)= Ao SiV Ny + Bow COS Um @ (m4,2,3) (3.52)

und fiilr das bezogene Biegemoment

wobei die Abkiirzung
= l - n 2 (3-54)



eingelihat w 5 UOL g ¢ind dic Wellenzahlen, die

sich aus den Vuroe s der charakteristischen Gleichung ergeben.
Die Randbedingung o (3.51; ergeben folgendes Gleichungssystem
filr die 6 Xonstanten:
ahfg m" t QM; gg +aﬂ$ 83 "0
%, As Fag, A Fagy s =0 P(35.55)
a’fu',;‘ 84 t QN, B& + a”_} 83 =o
mit Qr. = ('//‘-’7’1 1-)
’ ,Q;y Lo o
& z /’"4”{;2'/3) (3:56)
2
und a,\/ﬂq”-’)’lw(/{"%q)'k :

Durch diese Gleichungen lassen sich z.B. A3, B2 und B3 durch
die drei anderen Konstanten ausdriicken. Man findet die Bezie-
hungen
4 - EEL. Qa, A

Qa

5 6?3 23 (3.57)
g - (qu—QMS)L_QM{a,Lfs'k) B - _.4—2.6

- (QH;, aM; /QH,QML - ._4....
83 - B,{ - B,' .
(,qu aMl (QHLQMS k)

Setzt man diese Ausdriicke in Gleichung (3 53) ein, dann erh#lt
man fir die Beanspruchungsfunktion des einseitig freien Stabes

U

und

Mg A, GMM“ZT + B, au, v{{;} A, Qu, v/{,;; (5.58)
wobpei udé,-,.lz(::r ura r({,*- Symbole fiir die Funktionen
/{4“1/‘(’ = §in ag - M ; Sin Mg (3.59)
./ﬂz’}(((; = Cos Mg * j‘z:: Cos M, @+ %ﬁicox%({ (3.60)
und V‘QZJ?) = $in Mg - W— Sin Mg (3.61)
sind. ’
Jode Superposition dieser drei FPuriktionen mit bsliebigen
Faktoren stellt eine moglicne Beansp rachunggforn eines Stabes

nit einem freien IEnde bei Cf: 0 car.
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3.5.2 Bereich TT

Die allgeme.rs Ifsung fiir die Radialauslenkung setzt sich in

diesem Frecuenztereich aus den FPunktionen

Ay sinm @ + B, cos map

A, T g cin B¢ + 6, [0'/%(/5'""/550

und ' - A4 0 — A
Uy (<’;7> ./43 (ﬂmm{mﬁc{ + 85 [&/«WCOS/SSW

Zusammen.

5

Wellf)

W, i) (3.62)

1

Daraus folgen als Lysungsfunktionen fiir das Biegemoment
Mity) = AgQu, S0 U+ B Qu, Cos u @,
/azu{) : Az (au, WOIY 60&%(/ tang T 1 51"/)%5/) |
f@l /cml mx(/w%(/ +auy W“V S‘.”/kf) ' (3-_53)
/ﬂ;((f} = /4; (aﬂg m“‘/ w‘s/%’ - an; W“’? S.'-Mlaf‘?)
+ 8 (qus Wf ¢ Wfﬁsﬂ'aﬂgf&“i‘ Ly 5"”/5“{) ‘

-Die hierin verwendeten Abkiirzungen haben die folgende

und

Bedeutung: 2
8y = 1 -1
' 2 2
:aM3 = 1+ X -8

Zwischen den Konstanten Al bis 33 bestehen auf Grund der
Randbedingungen’ fiir das freie Ende die Beziehungen

au, A, +tan, B4 tauBs =0
= .6
g, A,, *i’a,QsA'J | ‘LQGQ Bz =0 (3.65)
und aklp 'AZ +QN4 64 *’QN;) g; =0
wobei folgende Abkiirzungen eingefiihrt wurden:
agq, = NaAQu ) ANy T - M Qau” k
QQ;: X Qu, t /50143 ) Ay, s o(Qaz‘l-/@QQ; ‘ ' (3 66)

aa3= 124 a”l —‘@QMZ ) QN; °<Qd?3’ {AQQL—- k
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Wollen wir z.B. die Ions

tanten An, A3 und B3

eliminieren, dann

konnen wir aus dem Glelchungssystem (3.65) die Beziehungen

A' = QNIQ“} amam 28
2 kg an s
A = O‘_ﬁ‘ e Qoz (3-67)
3 Aqs 4 Qgqs - Eg
und 3 Qu8u, -0 W, A, t
3 3 4
Ay Any =~ QNp Amz
herleiten. Wir erhalten schlieBlich die folgenden drei Momen-
tenfunktionen:
% :
%@ffh & §il T ~ 1y 3;144/0:(/ c0s ﬂ? (3.68)
: - ‘ A QH) é} : S ‘ .
Mgty = cos gt (R e~ F )meq sin g .
A3 QHS AZ- g
—’ oy C :
Az =« lofagsinfpy~p 0 /««oql cos [5¢
Jede Linearkombinatlon der Form
(3.71)

u‘(wcp = Z v“w«{)
m=z 4
stellt flir Frequenzparameter aus dem Bereich IT eine mdgliche

Beanspruchungsform eines einseitig freien Stabes dar.

3+5.3 Bereich III

Die allgemeine Losung fiir die Radialauslenkung u(?) setzt sich
aus den Funktionen

Uy (@) A/, STn N t 8, cos ,,117
(@) = A, P ny + 8, L84 n.9
und WUy = Aj Mﬂwr By Ly 1%

zusammen. Fiihrt man jetzf die Abkilirzungen

0\

(3.72) |

W

2
by, = A+ m,

n‘-(/(mrz,;z)

Q’“: 4- '}14 ,.

QQ4:,)14 (4"”42) I‘ aQ; < ] ("32’5) (3‘73)

y = M //L £)-k /' AN ’-'Vl(;z(/{-f"/léz)’/(

ein, dann ergeben sich aus (3.72) zundchst gls Losungsfunk-
tionen filir das bezogene Biegemoment
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M 4) = Qpn Uy (¢) (mz412,3) (3.74)
und aus den Randbedingungen schlieBlich dieselben Beziehungen
zwischen' den Konstanten A3, By, 33 und Ay 4,, By wie (3.57),
wobei aber zu beachten ist, daB die Bedeutung der Abkiirzungen
jetzt durch (3.73%) gegeben ist. Man findet daraus, daB sich -
fir kX im Bereich TII - jede Beanspruchungsform eines einseitig
freien Stabes durch eine Superposition der folgenden drei |
Funktionen darstellen léBt'

/6{4,,,17)- Sin mc/- ! Lo myg - (3.75)

X
Magly) = Cos Mg+ A‘-Q—’-"W« q+—31’“(70/'13<f (3.76)

sl = Fin myg - o Bwusg (3.77)

3.6 Beweis zu Satz 8

Der Beweis von Satz 7 wird (in Kap. 3.7) nach demjenigen von
Satz 8 gefilhrt, weil in Kap. 3.7 Funktionen benutzt werden,
die in Kap. 3.6 erkldrt werden.

Zum Bewels von Satz 8 muB gezeigt werden, daB sich zu jedem
voygebenen Frequenzparameter aus den Momentenfunktionen
ﬁz”dy)des einseitig freien Stabes Beanspruchungsformen bilden
lassen, deren absolutes Maximum am rechten Ende des vorgegebe-
nen Stabintervalls liegt. Am einfachsten ist dies natiirlich
dann zu zeigen,/wenn man Momentenfunktionen angeben kann, die
von ? = 0 bis (7: 27 monoton ansteigen.

Flir jeden der drel Frequenzbereiche werden nun geeéignete
Funktionen angegeben.

3.6.1 Bereich T

Zur KXoastruktion einer Beanspruchungsfunktion, die von ¢ =0
bis = 27 monoton ansteigt, ziehen wir von den in den Glei-
chungen (3.59) bis (3.61) aufgefiihrten Momentenfunktionen

¥ .
Mptp)= 32 sinngq - Sin ng

d ¥ . s
un ‘/“JI (y) - 2_13-3 SNz = SinNy@
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heran. Diese Funktionen haben bei ¢ = 0 einen Wendepunkt mit
horizontaler Tangente. Die genaue Gestalt héngt iiber die
Wellenzahlen n, vom Frequenzparameter k ab, aber vﬂ und
Uazl haben fiir alle Werte von k im Intervall O<C{‘21' nur ein
relatives Extremum, das mit wachsendem k nach links wandert.
Das Maximum von ‘/(,,j liegt immer bei.kleineren Winkeln als das
von ,4(31: . Wir liberlagern nun beide Funktionen derart, daB
fiir ((- 0 die 3. Ableitung der Summenfunktion

A = /(4,-«/) # L J(;r(cp

verschwindet. Aus der Forderung

3 ¥ 2
Ly | rres (o e s

3 e T m ol
1 d(/ .t((:.o 3L 3 Ny ~My

und damit . 4 5 3
¥ n m,’ - . n,S-M3
My (q) = ;_1 z [ 'jn/"‘ Sinm;q + 1"1 sinmy |
'h_ /MJ 3 Msl"";‘ . Z ] : (3 . 78)
+ "y Sin 714? ' '

Die Durchrechnung zeigt, daB der Verlauf dieser Funktion im
ganzen Frequenzbereich I fast gleich bleibt. val:;_- hat eine
Bertihrung 3. Ordnung mit der ¢/ - Achee bei ¢ = 0, einen Wende-
punkt an einer Stelle G wey » die im Intervall

4T < ¢ < AST
liegt, und ein relatives Maximum bei einem Wert t/,,,,”., der
immer groBer als 27 ist.

Bis auf geringfiligige Unterschiede verliuft .4{,,';_ fiir alle k so,
wie es in Abb.1l8 fiir k = 0,11 dargestellt ist.

Die Funktion J(:,Jf liefert offensichtlich einen Beanspruchungs-
verlauf, dessen gréBter Wert fiir jeden Uffnungswinkel %é 27 -
am rechten Ende des Stabintervalls liegt. Ebenso kann man

M, mit einer der drei Funktionen .ﬂé,v‘(;‘; oder 37 immer

- so iiberlagern, daB das absolute Maximum am rechten Stabende
bleibt. ‘

3.6,2 Bereich II

Von den Beanspruchungsfunktionen des einseitig freien Stabes
nach den Gleichungen (3.68) bis (3.70) betrachten wir zunichst
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% . ’
Asiip) = « Lefag siv By - /5 D np cas}(/

Diese Funktion (vgl. Abb.17) hat bei ¢ = 0 einen horizontalen

Wendepunkt und fiir alle Werte von k im Intervall 0 <@ $27

hﬁchstens ein relatives Extremum. Die Lage dieses Extremums
ergibt sich aus ' |

*
d A | < o) Bineg, S P fpgrsg = O (3.79)
d¢ Jf{“a’msa i - |

AV T

) c/’ﬂuugi S a e _
Venn der Frequenzperameter k 2 3 ist, ist 8 ¢ 0,5 (vgl. Abb.4),
und demnach ist dann

_?’hqx;ﬁ- 2 2. (3.80)
Fir Frequenzparameter zwischen k = 3 und der oberen Grenze des

Bereichs II stellt also .3y die gesuchte Funktion dar, die im
Intervall O < ({ £ 27 monoton ansteigt.

Fiir Werte von k aus dem unteren Teil des Bereichs II (k < 3)
gilt

- 0,5 £ 8 < 0,54 - (3.81)
und wegen Gleichung (3.79) also : .
Domacsy > 1185 T (3.82)

Fiir Stébe mit kleineren Uffnungswinkeln als ¢, = 1,85r kann
also auch im unteren Teil des Frequenzbereichs II mit Hilfe
der Funktion./ﬁ} das absolute Beanspruchungsmaximum immer auf
das rechte Staﬁe?de gelegt werden.

Um in diesem Unterbereich Satz 8 auch fiir Offnungswinkel dexr

GroBe
l 85T = C(E

zu beweisen, muf eine Mbmentenfunktlon gefunden werden, die

im Intervall 2
1,8 = ¢ ¢ 2r

monoton ansteigt und deren Funktionswerte .fiir q’( 1,857 dem
Betrage nach kleiner als der Wert an der Stelle ¢ = 1,857 sind.

Eine solche Funktion ist
* . a
Mip (g = o sin meq - 4, Dainep cos B

nach Gleichung (3.68). Eine numerische Untersuchung zeigt, das8
sie fiir 0,113 X k £ 3 immer den in Abb.1l7 gezeichneten typi-
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schen Verlauf mit e¢inem einzigen relatizen Extremwert zwischen
¢ = 0 und 27 hat. Zwischen dem Minimuﬁé?ﬁga immer bei Werten

¢ . < T
LOERD o
liegt, 'ind <7= 27 ist die Steigung positiv, und es gilt stets

[ M (4.850)] > [ lhn x|

Y

te

’”m

nqg
Abb. 17

und zwar 1st fiir alle k aus denm befrachteten Unterbereich
% _
[ - (h857) > 40 [ My 1]

Damit ist gezeié%, daB sich fiir jeden Frequenzparameter Xk aus
dem gesamten Bereich II und fiir jeden Offnungswinkel Momenten-—
verliufe angeben lassen, deren absolutes Maximum am rechten
Tnde des Stabintervalls auftritt. Die Funktionen ./%:2,. bzw.yﬂ;}[
kdnnen jeweils auch mit irgendwelchen der 3 Funktionen (3.68)
bis (3.70) durch geeignete Wahl der Faktoren so liberlagert
werden, daB das absolute Maximum am rechten Stabende bleibt.

3.6.3 Bereich IIT

Aus der Gruppe (3.75) bis (3.77) nehmen wir die Momentenfunktion

* Ny of - , -
-/ﬂ;'E(V)" ,;7_; 24444/ 7’?3(( - Sth M4?
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Diese Funktion steigt fiir q:>0~monoton an und hat keine relati-
ven Extrema; denn ihre Ableitung

v 4;_‘—, =z Nq {5%44;? - CoS "4({)' (3-83) .

ist fiir alle ¢ +0 positiv. Mit dieser Funktion'ist es also fr -
Jjeden Offnungswinkel und fiir jede Frequenz mﬁgiich, die Bruch-
stelle an die Einspannstellezu legen. Es lassen sich auch be-
liebig viele willkiirliche Koeffizienten C, und Cy derart ange-
ben, daB eine Linearkombination der Form

VﬁE((f) = yﬂq + C 04(7_1 + CS Vl{Su
von ¢ = 0 bis ¢ = 27 monoton ansteigt.

Hiermit ist Satz 8 fiir alle Frequenzbereiche bewiesen.

4.7 Beweis zu Satz 7

Es 18t 2u zeigen, daB es mit Hilfe der Momentenfunktionen fiir
den einseitig freien Stab mdglich ist, das absolute Beanspru-
chungsmaximum im Intervall

0<g 2w
auf jede vorgegebene Stelle fa z2u legen. Hierfiir erweist es
sich als zweckm#Big, den Bereich von ¢ = 0 bis 27 in die Ab-

schnitte 1 (w S¢sa)und 2 (0<q$7) zu unterteilen und den Beweis
flir diese Teilintervalle getrennt zu fiihren.

4.7.1 Teilintervall 1 (ws @ £ 27)

Wir wéghlen als F;equenzparameter k = 0,11, also einen Wert in _
der Ndhe der oberen Grenze des Frequenzbereichs I, und betrach-
ten die Funktionen

M
¥ . Yy & 5
M"I(({) = Sn ’Yl,,((- /n3 S'W ’qu ’A
4. 2 23 Qus
M2 = cosng + F o COMY + F cos 9

1 2
- ,413

e . '”3 ’W»
nny(f +
Sin 3({ Ay

sinmpy + —— S'in'VI
3 zV ", 1?’

#
und Vﬂ@;ﬂ{):

nach den Gleichungen (3. 59) (3 60) und (3.78). Diese Funktionen
und ihre Ableitungen g, ;7 und A7 sind in Abb.18 aufge-
zeichnet worden, wobei sie mit geeigneten gewdhlten Faktoren
versehen wurden, um die graphische Darstellung deutlicher zu

machen.
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o =4

(/4

Abb. 18
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Va;.’r‘ het ein relatives Minimum an der Stelle

. ({,fm.fan & AT ) ' (3.84)
M,r ein relatives Maximum bei ‘ _
71“““_ > AT o, (3.85)

(siehe 4bb.18). Bildet man nun mit "unachsb noch willk'drlichen
Koeffizienten D und D4 die Funktion

% *
4{'{576?) =z D,, Véq-r - D,, t/((,fT ) (3-86)
dann 188% sich durch geeignete Wahl des Verhidltnisses Dl/D
das relative Maximum von J{r?— im Intervall :
s
Cmingt = Cf s Qe
auf jede beliebige Stelle ¢a legen. Dazu braucht man nur
Do _ -’{‘w (‘/3
‘-D‘* 4T ((/3

zu machen,

Wie man aus der Darstellung dexr Ableitungen .ﬂn— und 0(10

sieht, hat .4(51- zwischen ¢ = 0 und 27 keinen Nulldurchgang und
kein weiteres relatives Extremum. Das Maximum bei ¢z ist also
das absolute Maximum vomlyﬂsrlim Bereich OS¢ $ 2v . Damit ist
gezeigt, daB sich mit Hilfe der Funktion A%I-ein Beanspruohungs—
verlauf angeben 1lHRt, der seinen groBen Wert bel ({3 hat, 80=
fern (/3 im Intervall

({ming’g 7 s Yina:v:

liegt.
Un eine entspreghende Funktion f£ir den Unterabschnitt

S 5 5 Pminar

zu erhalten, bilden wir durch U”oerlagerung von J(q und "‘{u
die Funktion
¥ ‘ £ .
V“g:r/?) = D) y‘{zl- ~ 04{4_‘[ ) . (3-87).
wobei die Konstante D2 die GroBe
%) ‘
D _ /((n- U{g)
2 Vﬂz*’ /(/3)
hat. Wie man aus der Darstellung von ul{n ,J/,l- und ihren
Ableitungen in Abb.18 erkennt, hat Jfr im Intervall 0¢¢ £24

hochstens zwel relative Extrema, und fiir
0<D2< 0,5

(3.88)
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ist das weiler .inks gelegene Maximum dem Bétrage nach groger
als das in der Ndhe von ¢ = 27 gelegene Minimum. Da nun im
Bereich T £ < Uyinir

£/ ¥y . |
{ba,(l-((()l < IV“II (y)l .
ist, ist D2<O,5, und damit stellt das relative Maximum bei 7.3
im gesamten Intervall O < ¢427 den grdBten Wert von Id(oj{-) dar.

AuBer den hier aufgezeigten Wegen gibt es beliebig viele andere
Moglichkeiten, Beanspruchungsverldufe zu konstruieren, die ih-
ren groBten Wert an einer beliebig vorgegebenen Stelle (fg im
Intervall m £¢ £ 2r annehmen.

4.7.2 Teilintervall 2 (0<Ys<T)

Um die entsprechenden Funktionen fiir das Intervall O<¢g<T zu
finden, kann man die Tatsache ausnutzen, daf8 die Wellenliénge
der trigonometrischen Losungsfunktion mit wachsendem Frequenz-
parameter monoton abnimmt. Wenn man filr Stédbe mit einem freien
Ende bei ¢ = 0 Beanspruchungsverldufe aus der U’berlégerung von

My = cos My (@174)
und den abklingenden Funktionen

QY . -
V%L <% ‘fs‘m/lc/ und ,,4$= ) “(,605/57 (im Bereich II )
vaws M,= e MY und (,((3;_5‘-'"3?7 (im Bereich III)

konstruiert', dann zeigt es sich, daB immer das erste relative
Extremum (vom freien Ende aus gez_'echnet) fiir ¢> 0 den groBten
Wert des Biegemo/;nents darstellt. _
‘Wir untersuchen zunichst, welches Intervall von der Stelle cF'F-)
durchlaufen wird, wenn der Frequenzparameter k den Frequenz-—

bereich IT durchliuft. Hier machen wir fiir die Radialauslenkung

u den Ansatz .
Uag(p) = COSN ¢ + BugSin ng
- - -&. .
t B e Wcos/scf + B eo‘%m/@?’

und bestimmen die darin enthaltenen Konstanten B]JI’ BZE und
B3E so, daB die drei Randbedingungen fiir das freie Ende er-
f£ii11t werden. Die numerische Durchrechnung ergibt, daB8 die
Stelle c? des absoluten Maximums von [/ o | =,H“E + u"l"” | mit

5(3.89)

+)(p= Abszisse des absoluten Maximums des Biegemoments
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steigender Frequenz kontinuierlich die Werte von

¢ = 1,087 ©bis §=0,3287
durchlauft, wie es in Abb.19 aufgetragen 1ist.

£

108 L
NG

05
0,328
0 | Bereich IL . ~:~ 8ereichllL
or 1 10 100 k
Abb., 19

Im Frequenzbereich IIT finden wir die entsprechende Momenten-
funktion mit Hilfe des Ansatzes

i (3.90)

| fiir die Radialauslenkung, wobei die Konstanten Byp , By und
B3m. aus den Randbedingungen fiir dis freie Ende'ermittelt
werden. Berechnet man die Stelle ¢ des absoluten Maximums
des Biegemoments |M4g| = | uyg+Uym| numerisch als Funktion
des Frequenzparameterg k, dann zeiét es sich, daB sich die
Xurve (? ' 4 (k) stetig an die entsprechende Kurve fiir den
Bereich III anschlleBt (siehe Abb.19].

Uy () = €05 Mo+ By Sinmadf + 32,,, € "+ 8ge

Fiir groBe Werte von k 1&Bt sich fiir den Verlauf der Kurve

A

¢ = £ (k) ein analytischer Néherungsausdruck angeben,

Auf Grund der Beziehungen

Y ) ¢ . X |
Lm m, = Yk , Aim 1, =V una  dim ng =1
kv k->00 k-0
(siehe Gleichungen (2.66)) ergeben sich fir die Koeffizienten

die Néherungswerte
By = 1 , .
_ 2-k A :
Bog =1 - i = 1K . R

'__:__éL ~ ..._%..
und B “2Tk-kT% k

Bl]![ ’ BZE und B3E
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und man findet schlieBlich, daB mit wachsender Frequenz .»/l“
asymptotiscih in die Form :

My )= sin 1/;? - C0S 7“//:(/, +t e -%Y | (3.92)

iibergent.

Abb. 20

le ist in Abb. 20 als Differenz von

My tq) = sin f(/ -CosVSP rsfn( ,3:.)

und '.[

dy ip - - 8
dargestellt Die Stelle (fao des absoluten Maximums dieser
Funktion fir ¢ > 0 ergibt sich aus der Gleichung

(7 cos (G, -E) e e TP o

a0 (;mz -:;__E-ﬁ- o O (3.94)

Sie n#hert sich fiir k> also asymptotisch dem freien Ende.

Zu jeder vorgegebenen Stelle s aus dem Intervall 0 <? ¢T
kann mit Hilfe der Funktionen u,”r nach Gleichung (3.89) oder "
Uy nach Gleichung (3.90) also ein Beanspruchungsverlauf"
angecfeben werden, dessen groBter Wert an der Stelle Ys
auftritt. Es ist auBerdem 1mmer moglich, der Funktion

/tt,m M,,rhuﬂ bzw. "””E aqf,},u,&. ansteéigende. Funktionen vom Typ
(3.69) oder (3.70) (Bereich II) bzw. (3.76) (Bereich III).

mit geniigend kleinen Faktoren derart zu iberlagern, daB das

am weitesten links gelegene Maximum der grddte Funktionswert
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bleibt. Am rechien Stabende kann damit Jedoch das Verhdltnis
der RandgroBen zueinander in weiten Grenzen variiert werden.

Damit ist insgesamt gezeigt, daB Frequenz und Randbedingungen
immer so gewdhlt werden kénnen, daB ein Bruch an einem belie-
big vorgegebenen Stabpunkt eintritt, der nicht mit dem freien
Ende zusammenfillt. Soll ¢g allerdings sehr dicht am freien
Ende liegen, dann muB - bei vorgegebenen Stabmessungen - die -
Frequenz sehr hoch sein. Die Grenze des Gﬁltigkeitsberéiehs |
der zugrunde liegenden Theorie, nimlich k&£ (siehe S.16),
ergibt also eine untere Grenze fiir ¢g.

3.8 Beweils zu Satz 9

Satz 9 folgt einfach aus der Tatsache, daB die drei Momenten-
funktionen "4'»1 fiir jeden der 3 Frequenzbereiche (siehe Glei-
chungen (3.59) £f, (3.68) £f und (3.75) ££) jeweils voneinan—
der linear unabhidngig sind. Jede Superposition

M" () = ZifDmtdhaf
. M= . . .
mit beliebigen Koeffizienten Dm ist eine mogliche Beanspru-
chungsform. Da fiir die Lage der Nullstellen dieser Funktion

nur zweil Konstanten wesentlich sind, konnen wir z.B.-Dl =1
setzen und erhalten

J{‘a{) = y{lff 2, vﬂf + Dst/{(: 4 (3.95)

Die Forderung, daB die Beanspruchung an eiqer vorgegebenen
Stelle ¢ verschwinden soll, liefert nur eine Gleichung fir
die beiden freien Konstanten D2 und D3. Man kann also z.B. D2

willkiirlich wdhlen und die Bedingungc .j{‘yk) 0 durch
D. = - At )+ D Mitge) C (3.96)
3 A3 (Ye) ‘ :

erfullen, sofern yﬂ30%9#0 ist. Wenn aber Jﬁqa)- O ist, ist
A bereits die gesuchte Funktion. Man kann dann D4 willkiir-

lich wédhlen und . : . . v
B0 (VN  (3.97)

vﬂquk) :
machen.

3.9 Untersuchungen zu Satz 10

Wenn das Amplitudenverhiltnis der ZustandsgréBen an beiden
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Stabenden vorgs eben ist, dann ist die Schwingungsform und
damit die Bearzpruchung vis auf einen Faktor eindeutig durch
die Frequenz bestimmt.

Betrachten wir einen Stab mit einem freien Ende bei ¢ = 0,
dann kann in den Frequenzbereichen IT und III das Biegemoment
nicht - wie in Abschnitt 3.7.2 - nur aus einer trigonometri.
sechen und zwei abklingenden Funktionen gebildet werden, die
mit wachsendem ¢ gegen Null konvergieren. Denn zur Erfiillung
der drei Randbedingungen am rechten Ende (¢==Yg) miissen noch
jewells die ansteigenden Funktionen

oy .
Mg - ewcos/2</ und Mg ¢ € ‘,5'“/!9’ (im Bereich II)
N
vaw., Myme ™ g M, = ™ (im Bereich ITI)

W

hinzutreten. Dann ist aber im allgemeinen nicht immer dasjeni-
ge relative Maximum von 4| , das dem freien Ende am nichsten
liegt, absolutes Banspruchungsmaximum, sondern 12 kann auch
mit einem anderen relativen Extremum oder mit dem Wert am
rechten Stabende zusammenfallen.

Dementsprechend durchliduft dann auch die Stelle der grtBten
Beanspruchung mit wachsender Frequenz nicht die gesamte Stab-
lénge, sondern nur gewisse Bereiche des Stabes. Bei vorgege-
benen Randbedingungen am rechten Ende kann also auch bei freier
Wahl der Frequenz ein einseitig freier Stab nicht an einer
beliebigen Stelle zum Bruch gebracht werden.

Die Winkelbereiche, in denen Briiche mdglich sind, héngen von
der Art der Anre/gtmg bei ¢ =Ye und vom Uffnungswinkel des
Stabes ab. '

Damit {iber diese Bereiche einige konkrete Angaben gemacht wer-
den konnen, wurde fiir Stdbe mit einem freien Ende bei y’= 0
eine Reihe spezieller Anregungsfdlle durchgerechnet.

Nach Vorgabe der inhomogénen Randbedingungen am rechten Stab-
ende (@ =(g) und der Anregungsfrequenz wurde der Verlauf des
Biegemoments léngs der Stabachse numerisch berechnet, und es
wurde jeweils die Stelle @ ermittelt, an der dieses seinen
groften Wert annimmt. Als weiterer Parameter wurde der Off-

nungswinkel Ye variiert.
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So0ll nun Q als Tunktion der Frequenz aufgetragen werden, dann
wird die Parstellung iibersichtlicher, wenn man als MaB fHr
die Frequenz nicht den Parameter
L sz
EI ,
benutzt, sondern einen neuen Parameter A einfiihrt.

Dieser 3. Frequenzparameter ist
4 8 ~F _ ,
A< 1/2(—((’5: l g—g VO:)— ’ . (3.98)

(=Q(FE

die Bogenldnge des Kreisbogenstabes bedeutet. Derselbe Para-
meter tritt bei der Behandlung der Biegeschwingungen gerader
Stédbe auf, wenn man dort fiir 1 die Stabldnge einsetzt.

wobei

A eignet sich gut fiir die graphische Darstellung, weil die
Differenz zwischen je zweil Elgenwerten Ae fTir alle Uffnungs-
winkel und alle Frequenzen ungefdhr konstant ist, wdhrend dies
beil den Eigenwerten des Parameters k keineswegs der Fall is%t.
Bezeichnet j die Ordnungszéhl eines Eigenwertes, dann hat
B A= A€+‘ Aﬁci ungefdhr die GroBe .

Ade =T .
Aus diesem Grunde wurde in den spdter erlduterten Diagrammen
als MaB fiir die Frequenz die GridBe Ar verwendet.

Bel geniigend hohen Frequenzen, etwa von der 3. Eigenfrequenz
an, werden die Schwingungsform und die Beanspruchungsform im
wesentlichen durch die trigonometrische Funktion bestimmt;

die quasiharmonischen Funktionen (im Frequenzbereich II) bzw.
die hyperbolischen Funktionen (im Frequenzbereich III) machen
sich nur an den Stabenden stirker bemerkbar. Bei diesen hohe-
ren Frequenzen wird der Verlauf der Beanspruchungsform in der
Ndhe des freien Endes néherungsweise_durcp die Funktion

(/%a,((f):-’fsin (;’/"«_I 'fe-%:
sin (14 -5) e '

wiedergegeben (siehe Gleichung (3.92)) . Die Art der Randbedin-
gung am anderen Ende hat auf diesen Verlauf nur einen schwachen

(3.99)
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EinfluB. Die relativen Extremwerte der Funktion/, liegen bei

;\é) vy ¥ 0T8T, 4757, 2,757 ,---. (3.100)

Hieraus folgt fllr die auf die Stabliénge bezogenen Abszissen
der relativen Beanspruehungsextrema

Fertean x —0‘7‘@ ’%72-‘ ,—‘—'2475 joer o (3.101)
q@ T (] '§
Trégt man fiir irgendeinen speziellen Anregungsfall die numerisch
berechneten Stellen ¢,y der relativen Extrema des Biegemoments
Uber é auf, dann erhdlt man in den meisten Fdllen Kurven, deren
Verlauf ungefdhr durch Gleichung (3.101) wiedergegeben wird
(siehe Abb.21). Je néher Yexy. 8m Treien Ende liegt und je grds-

ser k ist, desto besser trifft diese N&dherung zu.

%Jw_ :
(3 f
’ ——————
0,5
0 i ) 3 i 5 x
mw

Abb. 21

Es héngt nun von der Anregungsfrequenz, der Art der Randbedin-
gungen und dem Uffnungswinkel ab, ob eines der relativen Extre-
ma oder der Wert am rechten Stabende das absolute Maximum des
Biegemoments ist.

Im folgenden werden die Ergebnisse,der’numerischen Bérechnung
anhand von Diagrammen dargestellt und ertrtert.

3.9.1 Rechtes Stabende fest eingespannt

Wenn die Einspannstelle eine harmonisché Bewegung ausfilhrt, so
kann diese in eine Tangentialkomponente mit der Amplitude v,
eine Radialkomponente mit der Amplitude uE'und eine Drehbewegung
mit der Amplitude ﬂrE zerlegt werden. Die zugehdrige Schwingungs-
form des Stabes 1dB8%, sich dann als. Superposition der folgenden
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drei Grundtypen darstellent

| A) Léngsanregung mit up, =0, \(E = 0,vg 40
B) Queranregung mit vg = 0,Yg = 0,up 40
C)\Drehanregung mit vy =0, up = O,‘YIE#O

Fiir diese drei Grundfdlle wurden die auf S.68 unten genannten
Rechnungen durchgefiihrt, wobei die Anregungsfrequenz die Werte
zwischen Null und der 6. Eigenfrequenz des einseitig fest ein~-
gespannten Stabes durchléuft. Die Ergebnisse sind in den Abbil-
dungen 22 bis 50 dargestellt, die im folgenden erldutert wer-
den.

3.9.1.1 Stelle der hochsten Beanspruchung als Funktion
der Frequenz : ' |

In den Diegrammen 22 bis 44 ist jeweils die Stelle c? der
hochsten Beanspruchung in Abhdngigkeit vom Frequenzparameter
A /7 aufgetragen. ;

Die Sprungstellen in diesen Kurven kennzeichnen die .Frequen-
zen, bei denen an zwel Stellen eines Stabes gleich groBe Bean-
spruchungen auftreten unﬁhc? von einer Stabstelle zu einer
enderen ilberwechselt. '

Die den Eigenfrequenzen des einseitig fest eingespannten Stabes
entsprechenden Werte A4 sind als strichpunktierte Linien ein-
gezeichnet. 3

Filr die Schwingungs- und die BeansPruchuﬁgsform‘ist es gleich,

ob eine nicht verschwindende kinematische RandgroBe oder die
entsprechende dynamische Grofe vorgeschrieben_ist; d.h. 0b

im Fall A) Ng # 0 statt vy # 0,
im Fall B) QE += 0 statt: up * 0 oder
im Fall C) M, + O statt Yp + 0

festgelegt wird. Die in den Diagrammen 22 bis 44 dargestell-
ten Kurven gelten also jeweils fiir beide Anregungsarten;
allerdings haben die Félle mit vorgeschriebener dynamischer
Randgr5Be andere Resonanzfrequenzen, die hier nicht einge-
zeichnet sind. Es sind dies die Eigenfrequenzen fiir die



w T8

- folgendzn Randhedingungen nm rechten Stabende:

Symbolische Darsteliung

A) Ny =0, vwy=0, Yg=0 - “"é;
B) vy =0, QE;O, VE‘“Ol' | __IE
c) vg =0, up =0, M =0 . _%

Auf Grund der Diagramme 22 bis 44 lassen sich ilber die héch-
8te Beanspruchung bel einseitig eingespannten Stében mit
Offnungswinkeln, die kleiner als 27 sind, die folgenden Aus-
sagen machent .

1.) Bei allen Eigenschwingungsformen - mit Ausnahme der»ersteﬂ
Eigenfunktion bei UOffnungswinkeln G >r4MT ~tTitt die gros-
te Biegespannung an der Einspannstelle auf.

Wehrend bei der 1. Eigenschwingungsform von Stdben mit
kleinem Offnungswinkel das Biegemoment vom freien Ende

zum Einspannende hin monoton anstaiét, hat bei Offnungs-
winkein oberhald ~1,1197 das Biegemoment im Stébintervall
ein relatives Maximum, das dann zugleich absolutes Maximlm
ict. Dieses wandert mit zunehmendem Uffnungswinkel von

der Binspannstelle aus in den Stab hinein.

2.) Ndhert sich die Anregungsfrequenz einer Eigenfrequenz,
dann geht die erzwungene Schwingungsform in die entspre-
chende Eigégschwingungsform iilber, unabhiéngig von der Art
der Anregung. Bei Anndherung an eine Eigenfrequenz - mit
Ausnahme der unter 1.) genannten Fédlle - springt also
bei jeder Anregungsart das absolute Beanspruchungsmaximm
an die Einspannstelle f{iber.

3.) Wird ein Stab durch eine reine Radialbewegung seiner Ein-
spannstelle angeregt, dann wechselt beim Durchlaufen der
Frequenz die groB8te Biegespannung zwischen der Einspann-
stelle und der Stelle desjenigen relativen Momenten-
maximums, das dem freien Ende am néchsten liegt.

4.) Wenn bei Anregung durch eine reine Drehbewegung der Ein-
spannung die Fiequenz kontinuierlich wéchst, liegt die

gréBte Beanspruchung abwechselnd
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an der Einspannstelle,

bei dem relativen Momentenmaximum, das der Einspannstelle
benachbart ist

und dem relativen Maximum, das dem freien Ende am néchsten
is%t.

5.) Bei reiner Lingsanregung der Einspannung kann die grdgte
Biegespannung sowohl an der Einspannstelle als auch beim
ersten, zweiten oder dritten relativen Mbmentenmaximum
(vom freien Ende aus gerechnet) liegen, :

6.) Pilr 4>~2,57 ergibt sich die Stelle desjenigen relativen
. Beanspruchungsmaximums, das dem freien Ende am n#chsten
liegt, mit guter Néherung aus der Gleichung '

foar _ 0728

e : (siehe Gleichung (3.101)).

i

3.9.1.2 Grenzfrequenzen als Funktion des Offnungswinkels

Aus einem Vergleich der Diagramme 22 bis 44 ersieht man, daB
die Werte des Frequenzparameters A , bei denen das absolute
Beanspruchungsmaximum von einer Stabstelle zu einer anderen
iilberspringt, vom Offnungswinkel des Stabes abhingen. Trigt

man nun fiir jeden Anregungsfall diese Grenzfrequenzen iber dem
Offnungswinkel auf, dann erh&dlt man die Diagramme 45 fir Lings-
anregung, 46 fur'Queranregung und 47 fir Drehanregung.

In diesen stelleh die schraffierten Gebietedie Frequenzberei-
che dar, in denen die groBte Beanspruchung nicht an der Ein-
spannstelle auftritt. Befindet sich innerhald eines schraffier-
ten Gebletes eine Grenzlinie, dann wechselt beim 0berschreiten
dieser Frequenz q zwischen zwei Stellen, -die nicht mit der
Einspannstelle zusammenfallen.

A
Die durchgezogenen Linien stellen die Eigenwerte :# dar.

Da als Ordinate *‘V—ZE gewdhlt wurde, erscheinen die Iinien
k = const als Geraden durch den Nullpunkt, die die Steigung

' ?T_ haben. Zur Orientierung sind die Grenzen der 3 L&sungs-
bereiche der Differentialgleichung (vgl. S.24) strichpunktiert
eingezeichnet, auBerdem die Tinie k =‘5000, weil die Berech-
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nungen nur bis zu diesem Wert von k durchgefithrt wurden.

Interessant an diesen Kurvenbléttern ist, daB es Punkte gibt,
an denen die Grenzen der schraffierten Bereiche die Eigen-
frequenzkurven schneiden. Bei einer solchen Eigenfrequenz tre-
ten an der Einspannstelle und an einer zweiten Stabstelle
gleich groBe Beanspruchungen auf.

Wdahrend sonst in allen schraffierten Bereichen die Stelle é
mit steigender Frequenz auf das freile Ende zu wandert, bildet
beim Anregungsfall B der innerhalb der Grenzen 1,117<qec s 2r
und 0 <« A<¢¥% liegende Bereich eine Ausnahme. Dort wandert bei
wachsender Frequenz ? auf die Einspannstelle zu (vgl. die
Abbildungen 33 bis 36). Nimmt die Frequenz auf Null ab, dann .
ndhert die grofte Beanspruchung sich einer Stelle, die um

A@ = T/2 von der Einspannstelle entfernt ist.

3.9.1.3 "Bruchbereiche" als Funktion des Uffnungswinkels

Aus den Diagrammen, die c'} als Funktion von AAr -dar"stellen,
kann man nun auch entnehmen, in welchen Bereichen des Stabes
ein Dauerbruch mbglich'ist. Trégt man die Winkelbereiche,

die von der Stelle des absoluten Beanspruchungsmaximums
durchlaufen werden, fiber dem Offnungswinkel auf, dann erhilt
man die Kurvenblétter 48 bis 50. Die schraffierten Gebiete
geben hier die Winkelbereiche an, in denen Briiche auftreten

konnen.

Bedingt durch den flachen Verlauf der Kurven c?= £ (-%.) fiir
grose-% - Werte, werden die "Bruchbereiche" zum freien Ende
hin immer dichter und schmaler. Daher sind in den Diagrammen
48 bis 50 nur die Bereiche eingezeichnet, in denen beil
Anregungsfrequenzen unterhaldb der 6. Eigenfrequenz Briiche
auftreten konnen,

%.9.2 Rechtes Stabende frei verschieblich

Am rechten Stabende sollen harmonische Kréfte QE’ NE'und ein
harmonisches Moment ME angreifen. Der resultierende Rand-
lastensektor 148t sich durch Superposition der drei Grund-

typen



D) Drehanregung mit Qg =0, N, =0, M # 0
E) Queranregung mit Mp =0, Ny =0, Q #0 und
F) I@ngsanregung mit My =0, Qz =0, Ngp# O

" darstellen.

Die Resonanzfrequenzen sind jetzt die Bigenfrequenzen des beid.
seitig freien Stabes. '

Die gleichen erzwungenen Schwingungs- und Beanspruchungsformen,
wie bei den Randbedingungen D) bis F) erhdlt man auch jetzt
wieder, wenn man statt der nicht verschwindenden dynamischen
RandgroBe die entsprechende kinematische Zustandsgr&Be vorgibt,
d.h. wenn man

im Fall D) 1(E # 0 statt M; + O,

im Fall E) ugp * 0 statt Qg # O und
im Fall F) vg ¥ 0 statt Ny # 0
fordert.

Allerdings haben diese Anregungsarten wieder andere Resonanz-
frequenzen. Diese.entsprechen folgenden Lagerungsbedingungen:

Symbolische Darstellung
] Acicd, -

]

77

D) Qg =0, N;=0, Yg = O

il
o
l

E) M ‘o, NE‘= 0, wug :
2 777777

F) M;=0, Q =0, vg=0 ——o<[2

3.9.2.1 Stelle der grbBten Beanspruchung als Funktion
der Frequenz

Fiir die Typen D) und E) wurde fiir verschiedene Uffnungswinkel
die Stelle Q der groBten Beanspruchung ermittelt und als Funk-
tion des Frequenzparameters A4 in den Diagrammen 51 bis 61
dargestellt. In diesen sind die Resonanzfrequenzen wieder

durch strichpunktierte Linien gekennzeichnet.

Man findet folgendest
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1.) Wegen der Symmetrie der Randbedingungen 8ind die Eigen-
schwinguags—~ und-beanspruchungsformen gerader Ordnung zur
Mitte des Stabes zentralsymmetrisch, diejenigen ungerader
Ordnung axialsymmetrisch. Bei allen Eigénformen sind die
beiden relativen Extrema des Biegemoments, die den beiden
Stabenden am ndchsten liegen, die grﬁBten Werte von | |.

2.) Im Fall D) verlaufen die Kurven c?:,f(i_’})qualitativ wie im
Fall der Drehanregung bei unverschieblicher Einspannung,
d.h. die gro8te Beanspruchung tritt abwechselnd am rechten
Stabende, an den am weitesten rechts gelegenen und an dem
am weitesten links gelegenen relativen Extremum des Biege-
moments auf. Die Frequenzen, bei denen ? vom relativen
Maximum in der N#he des rechten Stabendes zu dem in der
Ndhe des linken Stabendes {iberspringt, stimmen mit den
Eigenfrequenzen iiberein. | ' A

3.) Im Fall E) f&llt ¢ immer mit dem relativen Extremum o/, ,
der Momentenfunktion zusammen, das dem freien Ende am
néchsten liegt. Nur bei den Eigenfrequenzen ist das dem
rechten Stabende benachbarte relative Extremum S
ebenso groB wie Mey,e. In den zugehdrigen Diagrammen ist
die Stelle von.ﬂhhvrdarum durch einen Kreis hervorgehoben.

3:9.2,2 Grenzfrequenzen als Funktion des Offnungswinkels

Fiir den Fall der Drehanregung sind in Abb.62 entsprechend
Abb.47 die Frequenzbereiche dargestellt, in denen die groBte
Beanspruchung nicht am rechten Stabende auftritt.

Piir den AnregungstypE) eriibrigt sich ein solches Diagramm,
well die Stelle der groBten Beanspruchung nicht springt.

3.9.2.3 "Bruchbereiche" als Punktion des Offnungswinkels

Die Winkelbereiche, in denen bei den Randbedingungen D) und
E) Briiche auftreten konnen, sind in den Abbildungen 6% und
64 in Abhdngigkeit vom Offnungswinkel aufgetragen worden.

4,10 Beweis von Satz 11l

Der Satz 11 ergibt sich anschaulich aus der Tatsache, daB mit
wachsender Frequenz die Anzahl der Nulldurchginge (EKnoten)
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des Biegemoments immer groler wird. Nach dem Durchlaufen jeder
Eigenfrequenz tritt eine neue Nullstelle an dem Ende, an denm
die harmonische Erregung angreift, in den Stab ein. Sie wandert
mit steigender Frequenz auf das freie Stabende zu, wobei die
Absténde L, zwischen den Knoten ataehmen. '

Da die Beanspruchungsfunktion im wesentlichen durch die trigo-
nometrische ISsungsfunktion 4, (siehe Tabelle auf S.31) gebildet
wird, bei der der Abstand der Nulldurchgénge I’l = m/h, ist, gilt
auf Grund von (2.66) fiir die Knotenabstiénde ndherungsweise

L, = coust

Kﬂ v—-w_ .
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Zinseitig eingespan:te Stibe,
Léangsanregung (Fall A)

<|w
] B A
58 T 755
@ // ,// // /
E [ X777 s
S / S S /\’\
S A o~
N F“‘J<~///// oA >
N N 7
g \ -,\J\/ -'.' / >> ~
Q ey ~Z P =
Lt / T \< \(\/ : />\§"\l
V\ T— DG ~< y . »»
ya

g8 - :
,/3"J’ » e s 7 p
| | " Offnungswinkel 2 A
0" v . (1 ] T
05 1 15 2

Heinrich Hertz-
Institut



- 103 =

Abb. 46 Iylsgteyurren 4z 5.73)
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‘ QL "Bruchbereiche" als Funktion des Offnungswinkels

qk BEinseitig eingespannte Stidbe, Lingsanregung (Fall A)
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_(f_ "Bruchbereiche" als Funktion des Jffnungswinkels
(fE Linseitig eingespannte Stihe, Lrehanregung (Fall C)

7 7/*

06
” FITITZFITT TTTIIIIIINS,
P FETIT / AT LT TEE ST
7 AT (5 7 S i 5 S A S T 55 ol T LT S T Y S [F Sy S iy T I £ S 5 S A A
m S AT G L MG SRET T T ST NI S AT & IIITIIIIII,II/ILIIIIILJ~

P e e o o i e o i e e e s ot e e e S S S S A SO o S R L 7 At ot

077 05 1 15 2
Abb. 50



L

ettt SR

. . rl.»....v(‘Q

5

Ad 2102297 mm

)



10T 7

2

| b,

B

Taey

:

T
$541

i3I 1

A4 21Ce297 mm

5



A4 2101207 mm m
R

=



g um: ~';u.u° ‘

p— —— 4 _..;.._....4.'._.. e ot

10

g_...;.;:; 7



mm“.‘b

yo—






7

- 11
Abb .

g “a_t o ,.o~ve

Y0

A4 2102207 mm




é T

T
A4 2105297 mm .‘p‘l.
ettt




MaACF ~ * aub

A4 2'0:207 mm



MADE N GE eﬂ

N
Q.

Jrimpss

19332 brbes 5

1331 S84

T3 222838

Treibaciige

@

A4 2102297 mm




S S—

SUS DU SIS NS -

Ar::r.ll"

e i2ees N33




44~

nbt. €2

)

Iriiuterunsen dazu aufl .

— —

Seide JStuberden €rei verschieblich,

(S
A
T

Drehunre-ung {7ull D)

Frequenzparameter

/ P 4 : ¢ 3

s

. - ¢ ; r S f E 7 o o 8 v
11 A T E g A - : r
_s.;__f_l_ T 4 L,_L/_/;/_// / , L A ///.////,', O
o e C PG SN ISP PN
70 —
N -
d o T

£

kT Gffnungswinkel & —»-
05 1 15 2




0,8

ELLPLRZT Z 77T "W
061/ /////// /// i

0,4

021

"Bruchbereiche" alz Tunktion des Cffrnun-swinkels

Beidseitig freie Stidbe, Drehanregung (Fall D)
9& Anrcgun; sfre:uenzen unterhalb der 5. Eigenfreuen:z

7
/

////4///

T

Offnungswinkel —w
— T % 2

Abb., 63 15

*-2 Beidseitig freie Stdbe, lueranregung (Fall E)
?k Nie einzelnen Linien kennzeirhnen diskrete Bruch.tellen,

die bei der 2.,3. bzw. 4. Eigenfre juenz mdglich sind.

b4

/
P

/ s PP @ G AT AT
o RS G N VA // A B PAr A .
= 72 @ o P4 / P,
/// ’ ’ ,/‘ ; ,"//'/,/'/,////// L & //{/‘///’/'// o r
Parar. AT B ,/ o T v Y S ,/ y D /
g F R T ‘//./,’ T
s’ o ,"‘ o ara .I’///,'4/"/‘,/.'.//"’ F ) ‘//// v /," ,f/, ’ /’ A 3

Pl

. M FE A A SR
T T P . g / o
- . N . P pAr Ay

, 4 s !
J A
P e 7 P N N - -
- / s 0 - . e /"‘ // 3
7 o . e . /1’ . ‘/ 7 v s d . /
. B s 7

/ A

OJL’r / 2 1 ’ 1/ // 7 /'/'/11 //71/1 Offr:ungsw'nkel iﬁ._.'

05 ’Abb. 64 15 2



- 115 =

4. Abgrenzung des Giiltigkeitsbereich der einfachen Biegethéorié

Es ist bekannt, daB bei hdoheren Frequenzen, bel denen die Wel-
lenlidnge der Auslenkungsfunktion nicht mehr sehr gfoB gegen-
iiber den Abmessungen des Stabquerschnitts ist, die Einfliisse
von Achsdehnung, Schubverformung und Rotationstrédgheit eine
groBe Rolle spielen.

Diese werden in der Differentialgleichung (2;46), die den Un-
tersuchungen in Abschnitt 3 zugrundeliegt, nicht erfaBt. Es
s80ll nun liberpriift werden, bis zu welchen Frequehzen die Ver-
nachldssigung dieser Einfliisse berechtigt ist; d.h. bis zu wel-
chen Frequenzen die Ergebnisse des Abschnitts 3 giiltig sind.
Dazu greifen wir auf die genauere Diffentialgleichung (2.25)
fiir die Schwingungsform zuriick. '

4.1 Wurzeln der charakteristischen Gleichung

Bei Berlicksichtigung der obengenannten Nebeneinfliisse wird die
Schwingungsform ebenso wie in der einfachen Biegetheorie durch
eine lineare Differentialgleichung 6.0rdnung mit konstanten
Koeffizienten beschrieben.

Der Exponentialansatz

vI(g) = Cepq

fiir die Losungsfunktion fiihrt auf die charakteristische Glei-
chung _

¢ 4 2 -
p+Gp+Cop+lo=0, (4.1)
die ebenso wie Gleichung (2.56) kubisch in p2 ist. Die Koef-
fizienten C_,C; und C, (siehe Gleichungen 2.26) und damit die
Wurzeln der charakteristischen Gleichung héngen jetzt jedoch
von drei Parametern, némlich X,f und r'ab (siehe Gleichungen
(2.18) bis (2.20). ' '

Der Charakter der Wurzeln von Gleichung (%4.1) wird im wesentli-
chen vom Prequenzparameter X = k/f bestimmt; die Einfliisse des
Schlankheitsparameters f und des Schubparameters)y machen sich
erst bei hdheren Werten von X bemerkbar.
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Iz dbrigen va ler Schubparameter
a7/

nicht sehr stark; denn die Querkontrektionszahl VY kann nur
irmerhalb der Grenzen O£ vV $GY 1liegen und der Formfak-
tor Ag des Querschnitts schwankt normalerweise nur im Ver-
hdltnis 1 : 2.

Die charakteristische Gleichung (4.1) der verbesserten Theorie
geht fiir f = oo in die einfache Gleichung (2.56) iiber. Hat

der Schlankheitsparameter jedoch eine endliche GréBe, dann tre-
ten zu den 3 Losungsbereichen der einfachen Gleichung zwei neue
hinzu. Die Typen der Wurzeln der verbesserten charakteristi-
schen Gleichung und die zugehdrigen reellen Losungsfunktionen
der Differentialgleichung (2.25) sind in der folgenden Tabelle
susammengestellt.

Wurzeln der char. Gl. Losungsfunktionen der Diff'-Gl.

L8 .2 FPs4) Ps.e V1 Vo Vi
imag. imag. |imag. |sin nl(cfz,d;) sin n2((f+o’;) sin n3(q1rof‘)
j “ - konj. | konj. il ol +ty) . -xtqro‘,
komplex | komplex | - € ¥ Sm/&(((”/z) '"{“‘(*‘y‘)
[11 " | reell |reell " e IM¢ e Ing
v " reell in;ag. - n e nd¢ | sin ng (((f 0’3 )
v " imag./ imag. n sin n2 (Cf{—o’;.) sin n3(cp~r 0‘3 )

Die unteren Grenzen der Losungsbereiche II und III bleiben im
wesentlichen unverédndert, d.h. sie liegen unabh&dngig von der
GroBe von .f ungefdhr bei
K, x 0,143 £
X, ~ 17,636

Die unsere Grenze von Bereich IV ist durch

%3 =

und

1, d.h. k=f (4.2)
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gegeben, die von Bereich V durch
# 1
X(': /
r |
In Abb. 65 ist zur Veranschaulichung der Verlauf der Wellen-
zahlen ny 0, und n3 bzw. &« und B der Losungsfunktionen in Ab-
héngigkeit von x aufgetragen worden. Flir dieses Beispiel wur-
den die Parameterwerte f = 1000 und a"= 3 gewdhlt. Diese Werte
entsprechen z.B. einem Stahlstab mit Rechteckquerschnitt, des-

(4.3)

sen radiale Dicke rund 1/10 des Kriimmungsradius betrdgt. Die Be-
rechnung der entsprechenden Kurven fir andere Werte von f und r
zeigt, daB der EinfluB dieser Parameter auf die GrdBe der Wel-
lenzahlen in den Frequenzbereichen I, II und im unteren Teil

von III gering ist, sofern der Schlankheitsparameter eine gewis-
se MindestgfﬁBe hat. Diese liegt etwa. bei f = 300. |

Wenn man die Wellenzahlen ﬁber.dem Parameter k auftrédgt, dann
bleiben bei grdBer werdendem Schlankheitsparameter f die Fre-
quenzbereiche I und II anndhernd gleich, wdhrend Bereich III |
immer mehr gedehnt wird.

Als Richtwert kann man angeben, daB die einfache Theorie die
Wellenzahlen der Losungsfunktionen ungefdhr bis zum Frequenz-

parameter
x=0,1, d.h. k=0;1f (4.4)

geniigend genau wiedergibt, wenn man ca. 5% Fehler zulidBt.

4.2 Berechnung der Beanspruchung

Es ist jedoch noch zu priifen, wie stark sich die Nebeneinfliis-
se auf die Verteilung der Beanspruchung léngs der Stabachse
auswirken. Denn an die Stelle der einfachen Beziehungen (2.50)
bis (2.52) fiir die Schnittlasten treten jetzt die Gleichungen
(2.38), (2.39) und (2.41). AuBerdem ist jetzt fiir die Bean-
spruchung nicht mehr allein das Biegemoment M maBgebend. Zu
der Normalspannung 6y auf Grund der Biegung tritt noch die Nor-
malspannung 6y hinzu, die durch die Lingskraft N hervorgerufen
wird. Beachtet man die in Abb. 2 festgelegte Vorzeichenrege-
lung, dann herrscht in der unteren Faser des Stabquerschnitts
die Spannung L

Gy * Syrsm | (4.5)
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Wellenzahlen der Losungsfunktionen nach der verbesserten Theorie
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und in der oberen die Spannung

g~ &y =&,
| (4.6)
(siehe AbbL.66).
-u—{d”‘«~ A 42
} d - " ; | \’Z’(z)
& . B u | _ )
Ten —V

Abb. 66 Abb.67

Die zusidtzliche Beanspruchung durch die Schubspannung infol-
ge der Querkraft brauchtnicht berlicksichtigt zu werden, weil
diese ja am oberen und unteren Querschnittsrand verschwindet
(siehe Abb.67). In dem von uns betrachteten Frequenzbereich
wird der Stab hauptsidchlich auf Biegung beansprucht, und die
groBte Spannung tritt in einer der Randfasern auf.

Nach den Gleichungen (2.38) und (2.39) gilt

_E_-_F A v n ]
N o Ik (V' +Kyv™ + Kyv')

und

; 1 I I
M - %%/ 7{} (-—(7+A)v"+ l(,v".+ Kov ) J

Filhren wir die Abkiirzungen

7= g N - | (4.7
und M = Ea__; Mo (4.8)
ein, dann erhalten wir mit
und <ﬁ,= E - % é? -

fiir die Normalspannung in der unteren bzw._oberen.Randfaser

5“: 8~+€"=§'(ﬁ+'gf4) ( :
< - 4.9
s ¢ = 8,-6uz 2 (N-2 M) -
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Das in diescr Formel auftretende Verhéltnis e/a kann man in

die Form
(] L e

. T s
o ~a , V:- : . | (4.10)

- -

umschreiben. Bei der Berechnung der maximalen Beanspruchung

spielen also zwei von der Querschnittsform des Stabes abhin-
gige GroBen eine Rolle, nia:mlich.ﬂ_s und e/1i, daes Verh#ltnis

des Abstandes zwischen Randfaser und Querschnittsschwerpunkt
-zum Trégheitsradius.

Fir einen volleén Rechteckquerschnitt ist z.B.

% = Vé— und damit §- = l[%-' (4.11)

Daraus folgt fir die Randspannungen
Suzs (N+[F i)
= 3
- $,-E(N-fZm) .

4.3 Diskussion der berechneten Beispiele

(4.12)

Um zu priifen, ob die Nebeneinfliisse gegeniiber der reinen
Biegung eine wesentliche Verlagerung der Bruchstellen herbei-
filhren, wurde eine Reihe von Beispielen nach der verbesserten
Theorie durchgerechnet. ’

Es handelte sich dabei wie in Abschnitt 3.9.1 um einseitig
fest eingespannte Stdbe, die durch eine vorgegebene harmoni-
sche Bewegung der Einspannung zu Schwingungen angeregt werden.

Filir die Aufteilung der Randbedingungen wurden die Gleichungen
(2.30), (2.34), (2.38), (2.39) und (2.41) herangezogen, als
feste Parameter wurden J’= 3 und £ = 1000 bzw. £ = 5000 gewdhlt.

Zur Berechnung der Beanspruchungen wurden die Gleichungen
(4.12) zugrundegelegt, d.h., es wurde ein Rechteckquerschnitt

angenommen.
Fiir dieselben Anregungstypen, wie sie in den Diagrgmmén 22 bis
44 dargestellt sind, wurden der Verlauf der Randspannungen

¢, und 6, lings der Stabachse berechnet und hieraus jeweils
die Stelle ? der hochsten Beanspruchung ermittelt.

Da die Ergebnisse fiir Frequenzen aus den Bereichen T und II
weitgehend mit denen der einfachen Theorie tibereinstimmen,
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genligte es, die Vergleichsrechnungen fiir Frequenzen aus'dem
unteren Teil von Bereich III durchzufilhren. Um den Vergleich
mit der elementaren Theorie einfach durchfilhren zu konnen,
wurde fiir die graphlsche Darstellung

als Frequenzparameter benutzt.

Einige der ermittelten Kurven q /ﬁ- 8ind in den Abbildungen
68 bis 73 dargestellt. In diesen stellen die durchgezogenen
Linien die Ergebnisse der verbesserten Theorie dar, und zum
Vergleich sind die Kurven nach der einfachen Theorie gestri-
chelt eingezeichnet.

Augerdem sind in den Diagrammen 74 bis 76 - entsprechend den
Diagrammen 45 bis 47 - die Grenzen derjenigen Frequenzbereiche,
in denen die Bruchstelle nicht mit der Einspannstelle zusam-
menféllt, iiber dem Offnungswinkel des Stabes aufgetragen
worden.

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen der einfachen und der
verbesserten Theorie zeigt folgendes:

1.) Die Eigenfrequenzen werden gegeniiber dem Fall der reinen
Biegung erniedrigt, und zwar ist die relative Verringe-
rung um so groBer, Jje groBer der Frequenzparameter k ist..

2.) Die Abhingigkeit der Stelle der groBten Beanspruchung ,
von der Frequenz bleibt im wesentlichen unveréncert. Beil
Anregung in einer Eigenfrequenz oder in deren unmittel-
barer Ndhe wird der Bruch immer an der Einspannstelle
auftreten. (Die Ausnahmen von dieser Regel kommen im Fre-
quenzbereich I vor und werden durch die Nebeneinfliisse
nicht verdndert.) ’

Zwischen den Eigenfrequenzen liegen jeweils Frequenz-
bereiche, in denen die gr©oB8te Beanspruchung nicht an der
Einspannstelle auftritt.

3.) Entsprechend der Erniedrigung der Eigenfrequenzen sind
diese Frequenzbereiche gegeniiber der bisherigen Iage
nach unten verschoben, auBerdem sind sie schmaler.
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4.) Bei Queranregung und bei Drehanregung werden die Kurven,
die é? als Funktion des Frequenzparameters darstellen,
durch die Nebeneinflilsse nur in geringem MaBe quantitativ
verdndert. '

5.) Bei lidngsanregung hingegen weisen die Kurven <F=‘f (-:,—')
gegeniiber denen der einfachen Theorie qualitative Abwei-
chungen auf, wenn im vorliegenden BeisPieI*der Frequenz-
parameter k ungefdhr den Wert k = 100 libersteigt.

Die Stelle der relativen Beanspruchungsextrema sind zwar
nur unwesentlich.verschoben, aber da sich die GrdBen-
verhéltnisse zwischen den einzelnen Extremwerten verédndern,
verlagert sich hier die groBte Beanspruchung mitunter an
ganz andere Stellen als bisher. '

Es ist physikalisch auch einleuchtend, daB8 sich bei
Isngsanregung die stérksten Abweichungen von derreinen
Biegung einstellen; denn die Anregung in Richtung der
Stabachse ruft stidrkere Normalkrédfte hervor als eine Quer-
kraft oder ein Noment. '

Die Vergleichsrechnungen bestédtigen, daB die einfache Biege-
theorie auch hinsichtlich der BeanSpruchnngsform,zutreffende
BErgebnisse liefert, wenn der Frequenzparameter unterhalb der
Richtgrenze (4.4) liegt.

*Schlankheitsparameter £ = 1000
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5. Experimenteller Teil

Um einen Teil der Rechenergebnisse zu iiberpriifen, wurden
Versuche mit einseitig eingespannten Kreisbogenstdben durch-
gefiihrt. Diese Stdbe wurden durch harmonische, translatorische
bzw. rotatorische Bewegung ihrer Einspannung so lange zu
Schwingungen erregt, bis ein Dauerbruch eintrat. Die Stelle
dieses Bruches wurde dann mit der berechneten Stelle der hoch-
sten Beanspruchung verglichen.

5.1 Versuchseinrichtung

Zur Erzeugung einer sinusfdormigen translatorischen Bewegung
stand eine komplette Schwingungserregeranlage zur Verfiigung,
die aus einem Frequenzgenerator, einem Leistungsverstédrker

und einem elektrodynamischen Schwingtisch besteht (siehe

Abb. 77). Um mdglichst groBe Amplituden der Stabeinspannung
zu erreichen, wurden die Probestidbe (Pos. 4 in Abb. 77) nicht
direkt auf die Schwingplatte (Pos. 1) des Erregers gespannt,
sondern auf Biegefedern (Pos. 2). Diese bilden, zusammen mit
der Masse der Einspannstiicke (Pos. 3), ein schwingungsfidhiges
System. Durch Variation der Dicke, Lédnge und Anzahl der Feder-
stédbe und der Masse der Einspannstiicke wurde die 1. Eigen-
frequenz dieses Systems jeweils so abgestimmt, daB sie mit der
gewiinschten Anregungsfrequenz zusammenfiel. Auf diese Weise
konnten verhdltnismdBig groBe translatorische Amplituden der
Einspannstelle erreicht werden (etwa 1 mm bei 200 Hz).

Um die Probestdbe auch durch eine Drehbewegung der Einspan-
nung anregen zu konnen, wurde die in den Abbildungen 79 und
80 gezeigte Versuchsanordnung gebaut. Der Torsionsstab

(Pos. 2 in Abb. 79/80) ist an einem Ende eingespannt (Pos. 1)
und an drei Stellen zwecks Verminderung unerwiinschter Biege-
schwingungen in Kugellagern drehbar gelagert. An seinem
Ende ist die Einspannvorrichtung (Pos. 5) fiir die Versuchs-
stdbe befestigt. Uber einen Hebel (Pos. 3) und eine Schub-
stange (Pos. 4) mit Kreuzfedergelenken wird der Stab von
einem elektrodynamischen Schwingungserreger (Pos. 9) in
Torsionsschwingungen versetzt. Dadurch fiihrte die Einspannung
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der Probestdbe Drehschwingungen aus. Auch hier wurde die
Resonanz ausgenutzt, um moglichst groBe Winkelamplituden zu
erzeugen. Durch Verdnderung der Endmasse (Pos. 5 in Abb. 79)
und der Stabldnge konnte die erste Eigenfrequenz des schwin-
gungsfahigen Systems, das aus dem Torsionsstab und der End-
masse gebildet wird, jeweils so eingerichtet werden, dag sie
mit der gewiinschten Anregungsfrequenz ilibereinstimmte.

Die Ausnutzung der Resonanz des schwingungsfihigen Einspann-
systems ist nicht nur wegen der groBen Amplituden vorteilhaft,
sondern sie gewidhrleistet gleichzeitig auch, daB die in der
elektrodynamischen Anregung enthaltenen Storfrequenzen mecha-
nisch weggefiltert werden und die Bewegung der Einspannung
sinusformig verlsuft.

Da die Frequenzskala cer kontinuierlich durchstimmbaren Fre-
quenzgeneratoren nicht sehr genau ist, wurde bei beiden Ver-
suchseinrichtungen die Anregungsfrequenz mit einem Frequenz-
meBgerét gemessen (siehe auch die Schemaskizze Abb. 78).

5.2 Werkstoffe der Versuchsstédbe

Die Stdbe sollten aus einem Werkstoff bestehen, der bis zum
Bruch dem Hookeschen Gesetz gehorcht und bei dem sich Dauer-
briiche mit moglichst geringen Anregungskrédften erzeugen las-

Sene.

Fiir die Versuche mit translatorischer Anregung der Einspann-
stelle wurden Stibe aus GrauguB verwendet. Auf der Drehbank

wurden Ringe mit einem Rechteckquerschnitt von 5 x 10 mm und
einem mittleren Durchmesser von 210 mm hergestellt, und aus

diesen wurden die gewiinschten Segmente herausgeséagt.

Bei der Versuchsanordaung f'ir rotatorische Anregung der Ein-
spannung reichten die erzielbaren Winkelamplituden nicht aus,
un bei GrauguBstdben Dauerbriiche zu erzeugen. Daher wurden
Stdbe aus Hartgips verwendet, die in einer Metallform mit
Silikonkautschuk-Auskleidung gegossen worden waren.
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5.3 Durchfiihrung der Versuche

Aus den berechneten Diagrammen 22 bis 44 wurden fiir verschie-
dene Offnungswinkel Frequenzparameter ausgewidhlt, bei denen
Dauerbriiche auBerhalb der Einspannstelle zu erwarten sind.

Von jedem Versuchsstab wurde zundchst bei mdglichst starrer
Einspannung durch Aufsuchen der Resonanziiberhdshung diejenige
Eigenfrequenz fe, Stap Semessen, aie der geplanten Anregungs-
frequenz am nédchsten war. Mit dem theoretisch berechneten
Eigenwert ke wvurde die Anregungsfrequenz

- k eplant .
fgefs[an't % —%L fe, Stab
e ;
ermittelt. Dann wurde versucht, die Eigenfrequenz des Ein-
spannsystems so abzustimmen, daB sie mdglichst dicht anAfywmt
lag. Bei der tatsédchlichen Eigenfrequenz des Einspann-
systems, die mit f gemessen bezeichnet wird, wurde nun der
Dauverschwingversuch bis zum Bruch des Versuchsstabes durch-
gefiihrt. Der wirklich vorliegende Frequenzparameter der

erzwungenen Schwingung ergibt sich dann aus der Gleichung
2

k = /( ( fzemeueh)
c '#c&mb
(]
Die Abbildungen 81 bis 94 zeigen einige Versuchsstébe mit
Dauerbriichen. |

Der Winkel (pg, zwischen dem freien Ende und der Bruchstelle
wurde mit T 0,50 Genauigkeit mit einem Winkelmesser gemessen.
Umn nun die experimentell gefundenen Bruchstellen mit den be-
rechneten Stellen der h@chsten'Beanspruchung zu vergleichen,
wurden dii Werteggﬂ@% in die zugehdrigen Diagramme eingetra-
gen, die q/%% in Abhéngigkeit vom Frequenzparameter A/r dar-
stellen.

Die Abbildungen 95 bis 100 zeigen, daB zwischen den berech-
neten Werten und den Versuchsergebnissen eine befriedigende
{bereinstimmung besteht.
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Abb. 77
Schwingplatte des elektrodynamischen Schwingungs-

erregers C 10 der Firma MB Electronics, New Haven,
Connecticut, USA

Biegefedern aus gehidrtetem Flachstahl, auf der
Schwingplatte festgespannt

Einspannung des Versuchsstabes

Versuchsstab aus GrauguB
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Abb. 78

Schematische Skizze der Versuchseinrichtung zur Erzeugung

SN =

U

oo N o

von Drehschwingungen

Feste Einspannung

Torsionsstab

Hebel, mit Stab 2 fest verbunden

Schubstange zwischen dem St6Bel des Schwingungserregers 9
und dem Hebel 3

Einspannung fiir Versuchsstdbe (angeschraubter Winkelstahl
dient als tridge Masse zur Resonanzabstimmung)
Frequenzgenerator Typ 111 der Firma Wavetek, San Diego,
Calif.,USA '
Frequenzmesser der Firma General Radio Company, West
Concord, Mass.,USA

Leistungsverstdarker Typ LV 412 der Firma Fey, Miinchen
Elektrodynamischer Schwingungserreger Typ V50 Mk1 der
Firma Pye-Ling, Royston, England



Abb. 80

Abb. 79 und 80: Versuchseinrichtung zur Erzeugung von
Drehschwingungen. Erlsuterungen dazu unter Abb. 78.



Abb., 81: Anregung mit der 1. Eigenfrequenz

Abb. 82: Anregung zwischen der 1. u. 2. Eigenfrequenz

Att. 83: Anregung zwischen der 1. u. 2. Eigenfrequenz

Abt. 81 - 83 : Dauerbriiche an Versuchsstdben aus Graugus
(Radius a = 10,5 cm). Anregung durch harmonische Radial-
bewegung der Einspannung. Die Dreiecke zeigen die Ein-
spannstelle und die Bruchstelle an.



Abb. 84 - 86 : Dauerbriiche an Versuchsstdben aus Grauguf
(Redius 2 = 10,5 cm), Anregung durch harmonische Radial-
bewegung der Einspannung mit Frequenzen zwischen der 2.
und 3. Eigenfrequenz. Die Dreiecke 2zeigen die Einspann-

stelle und die Bruchstelle an.



Abb. 88

Abb. 87 u. 88 : Dauerbriiche an Versuchsstdben aus Hartgips
(Radius a = 12,5 cm). Anregung durch harmonische Drehbewe-
gung der Einspannung in der Bogenebene mit Frequenzen zwi-
schen der 1. und 2. Eigenfrequensz.

Die Dreiecke zeigen die Einspannstelle und die Bruchstelle

ane.
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Abt. 90

Abb. 89 u. 90U : Dauertriiche an Versuchsstédten aus Hartgips

b’

(Radius a = 12,5 cm). Anregung durch harmonische Drehbewe-

gung der Einspannung in der Bogenebene mit Freguenzen zwi-

schen der 1. und 2. Eigenfrequensz.

Die Dreiecke zeigen die Einspennstelle und die Bruchstelle
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Abb. 91

Abb. 92

Att. 971 u. 92 : Dauverbriiche an Versuchsstdben aus Hartgips
(Radius « = 12,5 cm). Anregung durch harmonische Drehbewe-
gung der Einspannung in der Bogenebene mit Frequenzen zwi-
schen der 2. und 3. Eigenfrequenz.

Die Dreiecke zeigen die Einspannstelle und die Bruchstelle

anN.
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Abb. 95 und 96: Vergleich der experimentell gefundenen
3ruchstellen (als Kreuze eingezeichnet) mit den terech-
neten Stellen der hdchesten Beanspruchung.

sinseitig eingespannte Versuchsst&be aus Grauguf, anre-
¢ung durch harmonische Radialtewegung der Einspannung.
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Arb., 97 Vergleich der experimentell gefundenen Bruch-
stellen (als Kreuze eingezelchnet) mit den berechneten
Stellen der hochsten Beanspruchung.

Zinseitig eingespannte Versuchsstdbe aus GrauguB, Anre-
gung durch harmonische Radialbewegung der Einspannung.
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£bb. 98: Verglelcb der experimentell gefundenen Bruch-
ctellen (als Kreise eingezeichnet) mit den berechneden
.tellen der nochstan Beanspruchung.

Binseitig eingespannte Versuchsstdbte aus Hartgips, An-
regung durch harmcnische Drehbewegung der Einspannung..
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Abb. 100

£2t. 99 und 100: Vergleich der exgerimentell gefundenen
3ruchstellen {(als Kreise eingezeichnet) mit den berech-
neten Stellen der hochsten Beenspruchung.

$inseitig eingespannte Versuchestite aus Hartgips, Anre-
sung durch harmonische Drehtewegung der Einspannung.







